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IV 


الحمد لله رب العالمین والصلاة والسلام على سيد المرسلین. وبعد؛ لطالما 
آثار انتباهي أثناء تدريسي لمبحث الرباضیات للصفوف الدنیا موضوعا الجذور 
التربيعية والتكعيبية» فعندما كنت أتناول الدروس التي تحتویهما كنت غير مقتنع 
تماما ولا حتی الطلاب بالطرق المعروضة في تلك الدروس» وذلك للأخطاء 
الكبيرة التي تنتج من جراء استخدام تلك الطرق في إيجاد الجذور التربيعية 
والتكعيبية إذا ما قورنت بالنتائج التي نتحصّل عليها فيما إذا استخدمنا الآلة 


الحاسبة فى إيجادها. 


ولأن مستويات الطلاب في الصفوف الدنيا لا تسمح لهم بالخوض في 
أساليب ونظريات - تفوق مقدرتهم بکثیر- يمكن من خلالها تقريب الجذور 
التربيعية والتكعيبية, كنظرية بلزانو «(Belzano's Theorem)‏ وطريقة نيوتن- 
رافسون (Newton-Raphson's Method)‏ ومتسلسلة ذات الحدين 
(Binomial Series)‏ وطريقة التقريب الخطي ) Linear Approximation‏ 
0 والتقریب باستخدام کثیر حدود تایلور (Taylor Polynomials)‏ 
وغیرها من الطرق الأخرى؛ لما تتطلبه أي منها إلى معرفتهم بمفاهيم آکبر من 
ستهم. کالاشتقاق والمتسلسلات والتقریبات العديدة إلى غیرها من الأمور 
الأخرى» فانني آخذت الأمر على محمل الجد وأشغلني کنیرا إلى أن توصلت 
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إلى طريقة جديدة آسمیتها "طريقة الحصر " (Restriction Method)‏ والتي 
سوف آستعرضها من خلال هذه الدراسة. حيث أنه ومن خلال استخدام هذه 
الطريقة يمكن إيجاد قيم تقريبية للجذور التربيعية وقيم تقريبية للجذور التكعيبية 
بصورة بسيطة, تنج قيما قريبة جدا من القيم الحقيقية لتلك الجذور. هذا 
بالإضافة إلى تقديمي مسبقا لعدة علاقات يمكن من خلال التطبيق عليها إيجاد 
كافة المربعات والمكعبات الكاملة قبل الخوض في الجذور التربيعية والتكعيبية 
للأعداد. 

أما مادة هذا الكتاب» فقد حاولت أن تكون بسيطة ومتكاملة وتؤدي إلى 
الغرض الذي كتبت لأجلهء فالفصل الأول فيه يتناول مفهوم المربع الكامل 
ومفهوم الجذر التربيعي وكيفية اكتشاف المربعات ALIS)‏ والفصل الثاني يتناول 
بعض الطرق المستخدمة لتقریب الجذور التربيعية» وقد ارتأیت تقديم ستة طرق 
في هذا الفصل ألا وهي على الترتيب: 

o‏ الطريقة التقليدية المستخدمة في المناهج المدرسية. 

.(Belzano's Theorem) طريقة بلزانو‎ e 


.(Newton-Raphson's Method) طريقة نیوتن-رافسون‎ 
.(Binomial Series ) متسلسلة ذات الحدین‎ e 


يقة التقریب الخطي (Linear Approximation)‏ 

(Taylor Polynomials) التقریب باستخدام کثیر حدود تایلور‎ e 

Li‏ الفصل الثالث من هذا الکتاب فیستعرض الطريقة التي تقدمها هذه 
الدراسة ألا وهي طريقة الحصر (Restriction Method)‏ لتقربب الجذور 
التربيعية» حيث P‏ آوردت في نهاية هذا الفصل مقارنة بسيطة للقیم التقرببية 
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لبعض الجذور التربيعية المتحصلة من استخدام آغلب الطرق المستعرضة في 
الفصل SL‏ والطريقة التي تطرحها هذه الدراسة طريقة الحصر 


(Restriction Method)‏ لتقريب الجذور التربيعية. 


وعلى غرار ذلك. فإن الفصل الرابع يتناول مفهوم المكعب الكامل ومفهوم 
الجذر التكعيبي وكيفية اكتشاف المكعبات LISS‏ والفصل الخامس يعود 
ويتناول الطرق الستة المستعرضة في الفصل الثاني وذلك لتقربب الجذور 
التكعيبية للأعداد, Lei‏ الفصل السادس والأخير فيقدم طريقة الحصر 
(Restriction Method)‏ مرة آخری ولکنها تقدم هنا لتقربب الجذور 
التكعيبية» عارضا في هذا الفصل مقارنة بسيطة للقیم التقريبية لبعض الجذور 
التكعيبية المتحصلة من استخدام بعض الطرق المستعرضة في الفصل الخامس 
والطريقة التي تطرحها هذه الدراسة طريقة الحصر (Restriction Method)‏ 

وأحب أن أنوه هنا بأنه يمكن تدريس هذه الطريقة أعني طريقة الحصر 

(Restriction Method)‏ والتي تستخدم في تقریب الجذور التربيعية 
والتكعيبية, والعلاقات الرياضية التي يمكننا باستخدامها اكتشاف المربعات 
والمكعبات الكاملة لأحد الصفين السابع أو الثامن الأساسيين. 

وأخيرا أود أن أشكر كل من ساهم على إنجاز هذه الدراسة» وعلى وجه 
الخصوص أشكر أخي الدكتور رضوان بطيحة والدكتور رمزي بدارنة الذي قام 
بقراءة مسودة هذا العمل وأبدى ملاحظات قيمة تم أخذها بعين الاعتبار» كما 
أوجه الشكر والعرفان إلى أبي وأمي وزوجتي وأولادي وأخوتي الذين سمحوا لي 
بوقتهم لإنجاز هذا العمل. 


المؤلف 


ملخص الدراسة 


تهدف هذه الدراسة إلى تقديم طريقة جديدة في علم الرياضيات تساعد 
الباحثين والمتعلمين على إيجاد قيمة تقريبية للجذر التربيعي وقيمة تقريبية 
للجذر التكعيبي بطريقة مختصرة وبسيطة وقريبة جدا من قيمة الجذر التربيعي 
والجذر التكعيبي لذلك العدد إذا ما استخدمنا الآلة الحاسبة, كما وتقدم هذه 
الدراسة أيضا عدة علاقات رياضية يمكن من خلال التطبيق عليها اكتشاف كافة 
المربعات والمكعبات الكاملة للأعداد الطبيعية. 

وقد اعتمدت طريقة الحصر ) Restriction Method‏ ( التي تطرحها 

هذه الدراسة في اشتقاقها وفي تقربب الجذور التربيعية والتكعيبية من خلالها 
على أسلوب حصر العدد المطلوب إيجاد جذره التربيعي أو التكعيبي بين 
مربعين كاملين أو بين مكعبين كاملين على الترتيب» ومن ثم التطبيق على 
خطوات الطريقة للوصول إلى قيمة قريبة جدا من القيمة الحقيقية لجذر ذلك 
العدد سواء أكان تربيعيا أو تكعيبيا. 

كما وقد اعتمدت أيضا في اشتقاق هذه الطريقة على اعتبار أن الوسط 
الحسابي لناتجي الجذرين التربيعيين للمربعين الكاملين هو تقريب أولي للجذر 
التربيعي للعدد المطلوب. وعلى اعتبار أن الوسط الحسابي لناتجي الجذرين 
التكعيبيين للمكعبين الكاملين هو تقریب أولي أيضا للجذر التكعيبي للعدد 
المطلوب. 


ومن الجدیر بالذکر هناء أن القيمة الناتجة من جراء التطبیق على هذه 
الطريقة هي قيمة قريبة جدا من القيمة الحقیقیق وذلك أن الخطأ فیها يعد قلیل 
Ja‏ 

وسأتطرق من خلال هذه الدراسة إلى تقدیم بعض الطرق الأخرى 
المستخدمة في تقریب الجذور التربيعية والتكعيبية, كالطريقة التقليدية التي 
تتبعها المناهج المدرسية, ونظرية بلزانو «Belzano's Theorem)‏ وطریقو 
نیوتن-رافسون «(Newton-Raphson's Method)‏ ومتسلسلة ذات الحدین 
(Binomial Series)‏ وطريقة التقریب الخطي ) Linear Approximation‏ 
0 والتقریب باستخدام كثير حدود تایلور ) Taylor‏ 
(Polynomials‏ مقارنا الطرق الخمسة الأخيرة بالطريقة التي تعرضها هذه 
الدراسة وهي طرقة الحصر Restriction Method)‏ )۰ وذلك من خلال !214 
العدید من الأمغلة التي تتطلب تقریبات للجذور التربيعية والتكعيبية» عارضا 
النتانج والأخطاء المتحصّلة من استخدامها جمیعا. 


تحتل عملية ایجاد الجذور التربيعية للأعداد النسبية أهمية كبيرة في علم 
الریاضیات. كما أن لها تطبیقاتها الواسعة في حياتنا العملية. ولقد آثرت أن 
أتطرق في بداية هذه الدراسة إلى مفهومي المربع الكامل والجذر التربيعي للعدد 
كانطلاقة لها. 
1 مربع العدد (المربع الكامل) 


يطلق على حاصل ضرب العدد في نفسه مربع العدد, لذا فالعدد 64 
Ss‏ هو مربع العدد 8 لأن 64 = 8×8 وبالمثل op‏ العدد 100 هو 
مربع للعدد 10 لأن ©10x10=100‏ وهكذا يمكننا القول بأن: 


1 , 4 , 9 ,16 ,25 ,36 , 49, 64 , 81,100, ... 


2 الجدر التربيعي للمربع الكامل 


يعرف الجذر التربيعي للعدد على أنه العدد الذي إذا ضرب بنفسه يكون 
ناتج الضرب العدد الأصلي» فمثلا نقول بأن الجذر التربيعي للعدد 36 يساوي 
6 ونكتب ذلك على الصورة 
6= 36 


حیث تستخدم الاشارة ل لتدل على أن المطلوب هو إيجاد الجذر 
التربیعی للعدد المکتوب تحت الاشارة. 


لذا یمکننا القول بأن: 
27449( 29481. 5 -<. وهکذا ... 


وتتلخص خطوات إيجاد الجذر التربيعي لمربع کامل بما يلي: 
e‏ نحلل العدد إلى عوامله الأولية. 
o‏ نأخذ عاملا واحدا من كل زوج من العوامل المتساوية. 
e‏ نجد حاصل ضرب العوامل التي آخذناها في الخطوة الثانية. 


مثال(1.1): أوجد قيمة 411025 


الحل: 
He o‏ أولا العدد 11025 إلى عوامله بطريقة القسمة التحليلية كما في 


الشکل المجاور. 


o‏ نأخذ عاملا واحدا من كل زوج من العوامل المتساوية ثم نجد حاصل 
ضربها. 
5 - 37 ۷« 5 = 11025 
ولا بد من التنويه هنا إلى أنه يكون المربعان الکاملان متتاليين إذا كانا مربعين 
لعددين طبيعيين متتاليين» فالعددان 16 , 9 مربعان كاملان لأنهما مربعان 
للعددين 4 , 3 على الترتيب. 


3 اكتشاف المربعات الكاملة 


يمكن الحصول على أي مربع كامل إذا أعطي المربع الكامل الذي قبله 


باستخدام القاعدة التالية: 
)1( الماك دون GIA.‏ لاسو دم 


© : المربع الکامل الأول. 
:b‏ المربع الكامل الذي يلي الأول. 


فمثلا للحصول على المربع الكامل الذي يلي العدد 81 فانه يمكننا التطبيق 
على العلاقة (1) فنقول أن: 
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bat NaH (1) 
b=814+2V/81+1=100 


وبذلك فان المربع الکامل الذي يلي المربع الکامل 81 هو 100 حيث أن: 


4100 z 0 


وللحصول على المربع الکامل الذي يلي العدد 729 فانه يمكننا التطبیق آیضا 
علی العلاقة )1( لنقول آن: 


b=a+2Na +1 ess (1) 
b = 729+ 2.1/729 +1 - 4 


وبذلك فان المربع الكامل الذي يلي المربع الكامل 729 هو 784 حيث 
آن: 28= 784 


ويظهر الجدول (1.1) استخدام العلاقة رقم (1) في إيجاد المربعات الكامل 
(بشرط أن يكون المربع الكامل الذي يأتي قبل المربع الكامل المطلوب إيجاده 
معلوم). 


ay yall‏ الکامل تطبیق العلاقة رقم )1( المربع الکامل 
الذي يلي الأول المعلوم 


9 4]- 


| 9 jene | ٩ 
| 9 |s | o0 
Pg Nats 


m TOS 0+1 = 


4 اكتشاف المربعات الكاملة التي جذورها التربيعية تمثل أعدادا 
فردية 
إذا قمنا بفرز المربعات الكاملة التي جذورها التربيعية تمغل أعدادا فردیق 
فسنحصل على الصف التالي: 


..., 51,121,169 , 49 , 25 , 1,9 
وبفرض أن: 
a,‏ $ مربع العدد الأول الذي جذره عدد فردي. 
,0 : مربع العدد التالي الذي يلي مربع الأول وجذره فردي. 
فإنه يمكننا القول بأن: 


حيث أنه وباستخدام العلاقة رقم (2) يمكننا الحصول على كافة المربعات 
الكاملة التى جذورها التربيعية تمثل أعدادا فرديةء كما تبين الأمثلة التالية. 


- "T 


بفرض آن: 1 = A,‏ وباستخدام العلاقة رقم )2( التالية: 


a4, =a, +8n dye A 
فان:‎ 
à, = 4, + 8(1) 
a =1 +8=9 
لذا:‎ 
a, =a, +8(2) 
a,=9 +16=25 
وكذلك:‎ 


A, =a, + 8(3) 
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a, - 25 +24 - 9 


a, = به‎ + 8(4) 
a, = 49 +32=81 


ومن هنا يمكننا القول Ob‏ الأعداد: 
و Qs‏ , ,0 و وأا و 0,05 
هی مربعات ALIS‏ تمثل جذورها التربيعية آعدادا فردية متتالية. 


ویظهر الجدول )1.2( استخدام العلاقة )2( آنفة الذکر في ایجاد المربعات 
الكاملة التی جذورها التربيعية تمثل أعدادا فردية متتالية. 


الجدول (1.2) 
مربع العدد التالي الذي يلي مربع | تطبیق العلاقة رقم | مربع العدد الأول الذي جذره | n‏ 
الأول وجذره )62 )35.1( )2( عدد فردي(,2) 
9 (8)1 + 1 1 1 
 — (9-80 | 25‏ 9 |2 
49 3 
81 4 
121 5 
169 6 
225 7 
289 225 8 
361 9 


.n 
© 


361 361 +8(10) 441 
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5 اکتشاف المربعات الكاملة التي جذورها التربيعية تمثل أعدادا 
زوجية 


we 


يمكننا فرز المربعات الكاملة التي جذورها التربيعية تمشل أعدادا زوجية كما 
يلي: 
..., 144 , 100 , 64 , 36 , 16 , 4 
وبفرض آن: 
,7 : مربع العدد الأول الذي جذره عدد زوجي. 
مس مربع العدد AUI‏ الذي يلي مربع الأول وجذره زوجي . 
فإنه يمكننا القول بأن: 
)3( ام مي PA QT)‏ را رس 
n = 1,2,3,...‏ 
وباستخدام هذه العلاقة یمکننا الحصول على كافة المربعات الكاملة التي 
جذورها التربيعية تمثل أعدادا زوجية, كما تبين الأمثلة التالية. 


بفرض أن: 4 = ,۰0 وباستخدام العلاقة رقم )3( التالية: 
=b, + 4)21+1( : n=1,2,3,...‏ بر 
فإن: 
b =b, +4)2)1(+[1(‏ 
b, =4+12=16‏ 


b,,, =b, +4(2(2)+1) 
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b, 2164-20 = 36 


وكذلك: 
=b, +4(2(3)+1)‏ ريط 
b, =36+28 = 64‏ 
أيضا: 
=b,+4(2(4 +1)‏ ريم 
b, = 64436 = 100‏ 
وهکذا m‏ 


ومن هنا يمكننا القول بأن الأعداد bbb D Dus‏ هي مربعات کاملة 


تمثل جذورها التربيعية أعدادا زوجية متتالية. 


ويظهر الجدول )1.3( استخدام العلاقة (3) آنفة الذكر في إيجاد المربعات 
الكاملة التى جذورها التربيعية تمثل أعدادا زوجية متتالية. 
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مربع العدد التالي الذي | تطبیق العلاقة رقم )3( 
يلي مربع الاول وجذره 
زوجي (ba)‏ 


[6| 144 | 144+42)6+)( = | 196 | 
[8| 256 | 256+4(2(8)41) = | 34 | 
[9| 34 13247402001 = | 40 | 


LES 


كما ویامکاننا ۱ ل عل كافة الم بعات الكاملة التى جذورها الت بيعية تمد 
و بي جد ور 
أعدادا زوجية وذلك من خلال استخدام العلاقة التالية: 


: مربع العدد الذي جذره يمثل عددا زوجيا. 


ورگ : مربع أي >AS‏ 
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b, 24s, =4(1) - 4‏ 
b, = 4s, =4(4) 216‏ 
b, = 4s, = 4(9) = 36‏ 
b, = 4s, =4(16) = 64‏ 
b, = 4s; = 4(25) = 0‏ 
وهکذا... 
ویظهر الجدول )1.4( استخدام العلاقة رقم (4) في ایجاد المربعات الكاملة 
التي جذورها التربيعية تمثل آعدادا زوجية متتالية. 


الجدول )1.4( 


مربع العدد الذي جذره التربيعي | تطبیق العلاقة مربع العدد n‏ 
اه 386 s‏ ]9۳ ۱ 


[6| 36 |460 =| 14 — | 
[8| 64 [464 = | 256 — | 
[9| 81 |48 = | 4 | 


E 
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يتبين LS‏ مما سبق أنه بامکاننا اکتشاف كافة المربعات الکاملة وذلك من 
خلال استخدام العلاقة رقم )1( كما ومن خلال استخدام العلاقة رقم )2( 
يمكننا اکتشاف مربعات الأعداد التي جذورها التربيعية تمشل آعدادا فردية» 
وأخيرا فانه وباستخدام العلاقتین )4(« (3) یمکننا اکتشاف مربعات الأعداد 


التي جدورها التربيعية تمثل أعدادا زوجية. 
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تقریب الجذ تربيعية باستخدام بعض 
۰ ۰ ور Cad e‏ ند é‏ 
* ام * 


الطرق 
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یمکن تعربف الأعداد التى تمشل مربعات غير كاملة على آنها أعداد لا 
یکون ناتج جذورها التربيعية أعدادا طبيعية, فمثلا: 


.123 1 105 85 4 990.0 .2/23 
هی آعداد لا تمثل مربعات ALIS‏ 


ويامكاننا اتباع عدة طرق لحساب ناتج جذور الأعداد التي لا تمثل مربعات 
dbl”‏ وسأتطرق في هذا الفصل إلى ستة طرق فقط وهي على الترتیب: 


o‏ الطريقة التقليدية المتبعة في المناهج المدرسية. 

.(Belzano's Theorem) طريقة بلزانو‎ e 
.(Newton-Raphson's Method) طريقة نیوتن-رافسون‎ o 
.(Binomial Series) متسلسلة ذات الحدین‎ e 

(Linear Approximation Method) طريقة التقریب الخطي‎ o 
(Taylor Polynomials) التقریب باستخدام کثیر حدود تایلور‎ e 


Landy‏ يلي عرضا موجزا للطرق الستة المشار الیها سابقا: 
1 الطريقة التقليدية 


LÀ 
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لایجاد قيمة تقريببة ل VX‏ حيث X‏ عدد حقیقی موجب. فاننا نعمل 


P 2 2 


batan 
—b و‎ AE Sa) 


de at+b / 
X 2 2x كتقريب أولي‎ 


2 2 
ومن ثم نقارن العدد × بکل من العددین a b‏ , من حيث القرب. 
لنضع في نهاية الأمر عدة تقریبات تعتمد على مدی قرب العدد × من 
2 " 2 

العدد b^‏ أو من العدد 4 . 

مثال(2.1): قدر ناتج 19. 

الحل: 

25 < 19 < 6 


+ s I9 rol 
> 19 ع‎ 45 
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لکن addi‏ 19 آقرب إلى العدد 16 منه إلى العدد 25 لذلك فان 19 
تنحصر بين 4.5 , 4 بمعنی آن: 
4 , 4.3 , 4.2 , 4.1 

كلها قيم تقريبية له. 
ولكن وباستخدام الآلة الحاسبة فإننا نجد أن: 

V19‏ 4.3589 = لأقرب أربع منازل عشرية. وبالتالي يمكننا استخلاص 
الجدول )2.1( الذي يبين القيمة المطلقة للخطأ بين القیم التقريبية التي حصلا 
علیها في المثال (2.1) وبين القيمة الحقيقية التي توصانا إليها باستخدام الآلة 
الحاسبة. 

الجدول )2.1( 


0.2589 


0.1589 
0.0589 
0.0411 


مثال(2.2): قدر ناتج 260 . 
الحل: 


289 > 280 > 256 


17 > 280 > 16 
— «280 2 165 
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لکن العدد 280 آقرب إلى العدد 289 منه إلى العدد 256( لذلك فان 


290 تنحصر بين 17 , 16.5 بمعنی آن: 
16.9 , 16.8 , 16.7 , 16.6 


كلها قيم تقريبية له. 


ولكن وباستخدام الآلة الحاسبة فإننا نجد أن: 

0 16.7332 = لأقرب أربع منازل ype‏ وبالتالي يمكننا استخلاص 
الجدول (2.2) الذي يبين القيمة المطلقة للخطأ بين القيم التقريبية التي حصلا 
عليها في المثال )2.2( وبين القيمة الحقيقية التي توصلنا إليها باستخدام الآلة 
الحاسبة. 


الجدول (2.2) 


مربع القيمة التقريبية | القيمة المطلقة للخطأ بين القيمة | القيمة التقريبية 
التقريبية والقيمة الحقيقية 


0.1332 275.56 


0.0332 278.89 
0.0668 282.24 
0.1668 285.61 


مثال(2.3): قدر ناتج 1/620. 
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الحل: 


625 > 620 > 6 


25 > 4620 > 4 
و‎ X620 2 5 


لکن العدد 620 آقرب إلى العدد 625 منه إلى العدد 576 لذلك فان 


4620 ینحصر بين 25 , 24.5 بمعنی أن: 
24.9 , 24.8 , 24.7 , 24.6 


كلها قیم تقريبية له. 
ولکن وباستخدام UY‏ الحاسبة فاننا نجد آن: 

0 24.8998 = لأقرب آربع منازل عشرية» وبالتالي يمكننا استخلاص 
الجدول )2.3( الذي يبين القيمة المطلقة للخطأ بين القیم التقريبية التي حصانا 
عليها في المثال )2.3( وبين القيمة الحقيقية التي توصلا إليها باستخدام الآلة 
الحاسبة. 

الجدول (2.3) 


مربع القيمة التقريبية | القيمة المطلقة للخطأ بين القيمة 
التقريبية والقيمة الحقيقية 


0.2998 605.16 


0.1998 610.09 
0.0998 615.04 
0.0002 620.01 
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ومن هناء فاننا نجد أن التقريات الأربعة التي توصلا إليها من خلال 
استخدام الطريقة السابقة تكون بعيدة عن القيمة الحقيقية للجذر التربيعي لكل 
من الأعداد 620 , 280 , 19 في الأمغلة )2.3( ,)2.2« (2.1) على الترتيب» 
ذلك أن العمود الثالث من الجدول الذي يلي كل مثال من الأمثلة السابقة يبين 
بوضوح ذلك البعد من خلال الفروقات الواضحة بين مربع القيمة التقريبية التي 
توصلنا إليها وبين كل من الأعداد 620 , 280 , 19. 


لذا؛ سأقوم ياهمال هذه الطريقة فيما بعد لما ينتج من خلال استخدامها من 
أخطاء تعد كبيرة نوعا ماء ونظرا للتشتيت والتشكيك وعدم الثقة بالإجابات 
المنحصّلة - وخاصة عند الطالب - وعدم ثباته (أعني الطالب) عند إجابة 


واحدة تكون دقيقة نوعا ما. 


(Belzano's Theorem) نظرية بلزانو‎ 2 


نظرية بلزانو(2.1): 

إذا کان ‏ اقترانا متصلا في الفترة [a.b]‏ وكان f (a). f (D)‏ مختلفين 
في الإشارة b‏ أن 0 > x f (b)‏ (©) [. فانه يوجد على الأقل عدد 
مغل (a, D)‏ € © بحيث أن f (c)‏ 20 


ویمکن الاستفادة من هذه النظرية في إيجاد قيمة تقريبية للجذر التربيعي للعدد 
C‏ وذلك من خلال اتباع الخطوات التالية: 
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ه نکتب الاقتران المرافق للمعادلة ‏ فى الخطوة السابقة؛ حیث: 
f(x) =x’ -c‏ 


ه نبحث عن فترة مشل [a,b]‏ تتحقق فیها شروط نظرية بلزانو بحيث 
یکون: 
f (a)x f (b) «0‏ 


۰ نجد التقریب الأول (Ny‏ حيث Ol‏ 


a+b 
Li > 
£ £ me ۳ VE os ^ ۱ ۱ بد‎ we 3 
نم نقوم بتکرار الخطوتین الأخيرتين للوصول إلى تقريبات آخری أكثر دقة,‎ 
d وهکذا‎ 


۳ "TEM 5 CENTRE 
وسوف آتوقف آثناء استخدام نظرية بلزانو عند التقریب الثالث على الأكثر فقط‎ 
عند ایجاد قيمة تقريبية للجذر التربيعي للعدد المطلوب.‎ 
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مثال(2.4): باستخدام نظرية بلزانو (Belzano's Theorem)‏ آوجد التقریب 


4/19 للعدد‎ edul 
الحل:‎ 
۷19 x= نضع‎ 
x? =19 
+» x 190 (*) 


الاقتران المرافق للمعادلة )7( في الخطوة السابقة؛ هو: 


f(x) =x -19‏ 
والآن نبحث عن فترة تتحقق فیها شروط نظربة بلزانو بالتجریب) نجد أن: 
f )4( 2 3 <0‏ 
f(526 50‏ 


f(x f(5)-o 
متصل على الفترة ]4,5[ لأنه كثير حدود من الدرجة‎ f(x) of وحيث‎ 
الثانية.‎ 


. تتحقق شروط نظرية بلزانو على الفترة ]4.5[ 
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© یوجد عدد مثل (4,5) © © بحیث f(c)ol‏ 0 - لذا فان التقریب 


الأول ( 7 ) هو: 
_ 1+5 


n 4.5 
2 


f (4.5) = (4.5 -19-21.2550 


وآن: 
f(4)x f (4.5) «0‏ 
لذا فالتقریب الثاني ( 75 ) هو: 
و و 
2 
f (4.25) = (4.25) —19 = -0.9375 >0‏ 
وآن: 
f (4.25) x f (4.5) <0‏ 
فالتقریب SW!‏ ) 3 ( هو: 
رفس n‏ 
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ولکن وباستخدام UY‏ الحاسبة فاننا نجد آن: 

VIO = 9‏ لأقرب آربع منازل عشرية, لذا يمكننا ملاحظة إلى أنه 
باستخدام نظرية بلزانو يمكننا إيجاد قيمة قريبة جدا من القيمة الحقيقية للجذر 
التربيعي للعدد 19« m‏ ذلك من خلال التقریب الثالث A‏ 


ویبین الجدول )2.4( التالي» القيمة المطلقة للخطأ بين التقریبات الثلاثة التي 


توصلنا إليها في المثال )2.4( وبين القيمة الحقيقية التي توصانا الیها باستخدام 
Ast‏ الحاسبة ل N19‏ . 
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0.1089 18.0625 


0.0161 19.1406 


نلاحظ أن التقريبين الأول والشاني اللذین توصلا إليهما من خلال استخدام 
نظربة بلزانو بعیدان عن القيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 19( ذلك أن 
مربع قیمهما التقرييبة تظهر فرقا واضحا بینها وبين العدد ۰19 لکن التقریب 
الثالث يعد تقريبا جيدا جدا إذا ما قورن بالقيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 
19 . 


مشال(2.5): باستخدام نظربة بلزانو qBelzano's Theorem)‏ آوجد قيمة 
تقريبية للعدد .N280‏ 
الحل: 


الاقتران المرافق للمعادلة )7( في الخطوة السابقة؛ هو: 
f (x) =x" -280‏ 


والآن نبحث عن فترة تتحقق فيها شروط نظرية بلزانو (بالتجریب) نجد آن: 


[ )16( =—24 <0 
f 07) 29 <0 
لذا:‎ 
f(016)x ۰0 


وحیث أن f(x)‏ متصل على الفترة ]16,17[ لأنه كثير حدود من 


الدرجة الثانية. 
:. تتحقق شروط نظرية بلزانو على الفترة ]16,17[ 
© يوجد عدد ju‏ (16,17) © © بحيث أن f(c)‏ 0 - 


لذا فان التقربب الأول (71) هو: 


ss‏ كلمي 
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وبما آن: 


f )16.5( = (16.5)? -280 = —7.75 <0 


وآن: 
 )16.5(<*)۰0‏ 
لذا فالتقریب الثاني ( 72 ) هو: 
p, & A = 16.75‏ 


وسأتوقف في هذا المغال عند التقریب الثاني 72 فقط. وذلك OY‏ القيمة 
التقريبية الناتجة منه قريبة جدا من القيمة التقريبية للعدد 280 .N‏ 


وإذا استخدمنا الآلة الحاسبة فى إيجاد 280 / فاننا نجد أن: 

16.7332 = 280( لأقرب أربع منازل عشرية» لذا يمكننا ملاحظة إلى أنه 
باستخدام نظرية بلزانو يمكننا إيجاد قيمة قريبة جدا من القيمة الحقيقية للجذر 
التربيعي للعدد 280 أيضاء ويظهر ذلك من خلال التقريب الثاني له. 
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ويبين الجدول )2.5( القيمة المطلقة للخطأ بين التقریبین الاثنین اللذان توصلا 
إليهما في المثال (2.5) وبين القيمة الحقيقية التي توصانا إليها باستخدام الآلة 
الحاسبة 1 .N280‏ 

الجدول (2.5) 


الحقيقية 
280.5625 0.0168 16.75 


نلاحظ أن التقریب الأول الذي توصلا إليه من خلال استخدام نظرية بلزانو 
بعيد عن القيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 280( ذلك أن مرسع قيمته 
التقريبية تظهر فرقا واضحا بینه وبين العدد ۰280 لكن التقریب الثاني يعد تقریبا 
جیدا جدا )13 ما قورن بالقيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 280. 
مشال(2.6): باستخدام نظربة بلزانو qBelzano's Theorem)‏ آوجد قيمة 
الحل: 
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الاقتران المرافق للمعادلة )7( في الخطوة السابقة؛ هو: 
f(x) =x -620‏ 


والآن نبحث عن فترة تتحقق فیها شروط نظرية بلزانو (بالتجریب) نجد أن: 
f Q4) - -44 <0‏ 
f(25)=5 >0‏ 
f (24) f (25) <0‏ 


وحيث أن f (X)‏ متصل على الفترة [24,25] لأنه کثیر حدود من الدرجة 
الثانية. 


:. تعحقق شروط نظرية بلزانو على الفترة ]24,25[ 
© یوجد عدد c € 24,25) jo‏ بحیث f (c) of‏ 0 - 


لذا فان التقریب الأول (71) هو: 


و ور 24+25 " 


4 


37 


وبما آن: 


f (24.5) = (24.5) - 620 = -19.75 >0 


وأن: 
J (24.5) x f 25)«0‏ 
لذا فالتقریب الثاني ( 72 ) هو: 
p, & = = 24.75‏ 


وبما آن: 
f (24.75) = )24.75(” -620--7.4375 <0‏ 


وأن: 
f (24.75) x f (25) <0‏ 
فالتقریب الثالث ( 73 ) هو: 
D — 24.875‏ تم p,‏ 


1315 استخدمنا الآلة الحاسبة فى ایجاد 620 / فاننا نجد أن: 
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24.8998 = ۰/620 لأقرب آربع منازل عشرية» لذا یمکننا ملاحظة إلى 
أنه باستخدام نظربة بلزانو یمکندا إيجاد قيمة قريبة جدا من القيمة الحقيقية 
للجذر التربيعي للعدد 620 أيضاء ویظهر ذلك من خلال التقریب الثالث له. 
ویبین الجدول (2.6). القيمة المطلقة للخطأ بين التقریبات الثلاثة التي توصلا 
إليها في المثال )2.6( وبين القيمة الحقيقية التي توصلا إليها باستخدام الآلة 
الحاسبة ل .N620‏ 


الجدول )2.6( 


القيمة المطلقة للخطأ بين 
القيمة التقريبية والقيمة 


الحقيقية 


2475 0.1498 612.5625 
24.875 0.0248 618.7656 


نلاحظ أن التقریبین الأول والشاني اللذین توصلا إليهما من خلال استخدام 
نظربة بلزانو بعیدان عن القيمة الحقيقية للجذر التربيعي stall‏ ۰620 ذلك أن 
مربع قیمهما التقريبية تظهر فرقا واضحا بینهما وبين العدد ۰620 لکن التقریب 
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الثالث يعد تقریبا جیدا جدا )13 ما قورن بالقيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 
620. 

وبالرغم من توصانا إلى قيم قريبة جدا من القیم الحقيقية للجذور التربيعية 
لكل من الأعداد 620 , 280 , 19 في الأمثلة )2.6( )2.5( ۰ )2.4( السابقة 
على الترتیب. فإن استخدام هذه الطريقة یتطلب وقتا وجهدا کبیرین نوعا ما 
ذلك آنها تستدعي التجریب للوصول إلى الفترة التي تتحقق فيها شروط نظربة 
بلزانو هذا بالاضافة إلى الوقت والجهد اللذان یتطلبانه تعویض کل من 
التقريبين الأول والثاني في الاقتران المفروض, واختیار الفترة التي تتحقق فیها 
شروط نظرية بلزانو في كل مرة منها بعد عملية التعويض. 
كما ونلاحظ أن هذه النظرية غير مناسبة لأن تعطى للطلاب الذين هم في 
المرحلة الأساسية؛ لما تتطلبه من معرفتهم بمفاهيم قد تكون مستحيلة الفهم 
وصعبة جدا عليهم, كمعرفتهم بمفهومي الاقتران والاتصال واتقانهم للشروط 
الواجب توافرها لتطبيق هذه النظرية إلى غيرها من الأمور الأخرى. 


3 طريقة نيوتن-رافسون 


(Newton-Raphson's Method) 
تعتبر هذه الطريقة من آشهر الطرق المستخدمة لایجاد جذر المعادلة‎ 


f(x)20‏ والقریب من قيمة ciato‏ وهذه الطريقة هي حالة خاصة من 
طريقة النقطة التابتة .(Fixed-Point Method)‏ 
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ویمکن الاستفادة من هذه الطريقة في ایجاد قيم تقريبية للجذور التربيعية. وذلك 
من خلال استخدام الصيغة التالية: 
د 
n+l n 4‏ 
f)‏ 


وذلك باعتبار 70 هی قيمة تقريبية مبدأية (أولية) لجذر المعادلة 
f(x) =0‏ « وباعتبار: 
Kis NS CD NE‏ 


هي كلها قیم تقريبية لجذر المعادلة 0= f(x)‏ 


ویمکن التطبیق عل طريقة نیوتن-رافسون (Newton-Raphson's Method)‏ 
في إيجاد قيم تقريبية للجذر التربيعسي للعدد (C.‏ وذلك من خلال اتباع 


الخطوات التالية: 
o‏ نضع Jc x=‏ 
2 
x" =c QE t‏ 
i. (*)‏ مامت x‏ > 


e‏ نکتب الاقتران المرافق للمعادلة (*) في الخطوة السابقة؛ حیث: 
fG)esx -c‏ 
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e‏ نجد مشتقة الاقتران fX)‏ حیث: 


f'G) = 2x 


۰ وباستخدام صيغة نیوتن-رافسون التالية: 


PO 
n+l n f'(x,) 


حيث یمکن الوصول إلى التقریب الثاني > للجذر التربيعي للعدد © بعد 
أن نأخذ 30 كقيمة تقريبية أولية. 

ونستمر هکذا بالتطبيق على هذه الصيغة حتى نصل إلى أقرب قيمة للجذر 
التربيعي للعدد © من القيمة الحقيقية له. 

وسوف أتوقف أثناء استخدام طريقة نيوتن-رافسون عند التقريب الثالث على 
الأكثر فقط ر 2 ) عند إيجاد قيمة تقريبية للجذر التربيعي للعدد المطلوب. 
مغال(2.7(: باستخدام طريقة نيوتن-رافسون ) Newton-Raphson's‏ 
0 أوجد قيمة تقريبية للعدد 19 


الحل: 


الاقتران المرافق للمعادلة ‏ في الخطوة السابقة؛ هو: 


(=× —19 


= FOUN 


وباستخدام صيغة نیوتن-رافسون التالية: 


fO) 


Xd m X, f(x ) 
n 


وباختبار القيمة التقريبية المبدئية 4 - » نجد أن التقریب الثاني X‏ 
2 
2 
اک xo‏ 
2X)‏ 


4.375 = کا و = =X;‏ 


Xp m XV 


والتقریب الثالث X»‏ هو: 
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2X, 

(4.375) — 19 
| 204375 7 
=> x, 4.3589 


x, m 4.375 


وباستخدام DY‏ الحاسبة نجد آن: 

V19 = 4.3589‏ لأقرب أربع منازل عشرية, لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام طريقة نیوتن-رافسون یمکننا ایجاد قيمة قريبة جدا من القيمة 
الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 19 ویظهر ذلك من خلال التقریب النالث له 


. X2 


ویبین الجدول (2.7) القيمة المطلقة بين التقریبات الثلاثة التي توصلا إليها في 
المثال )2.7( وبين القيمة الحقيقية التي توصلنا إليها باستخدام JY‏ الحاسبة. 
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tn‏ التقربية والقيمة الحقيقية 


التقریب الأول 
0.3589 
or‏ الثاني 
19.1406 0.0161 4.375 5 
1 
التقریب AIL‏ 
19 0.0000 4.3589 
X»‏ 


نلاحظ أن التقریب الأول (المفترض 20 ) بعید عن القيمة الحقيقية للجذر 
التربيعي للعدد 19 ذلك أن مربع قيمته التقريبية تظهر فرقا واضحا بينه وبين 
العدد 19 أما التقریبین الثاني ( X1‏ ) والثالث ) X5‏ ) اللذين توصلنا إليهما من 


خلال استخدام طريقة نيوتن-رافسون فانهما بعدان تقريبين ممتازين ودقيقين 
جدا إذا ما قورنا بالقيمة الحقيقية للجذر التربيعى للعدد 19. 
مشال(2.8): باستخدام طريقة نيوتن-رافسون ) Newton-Raphson's‏ 


./ 280 أوجد قيمة تقريية للعدد‎ (Method 
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الاقتران المرافق للمعادلة ‏ في الخطوة السابقة؛ هو: 
f(x) =x -0‏ 
f(x) 2‏ بوت 
وباستخدام صيغة نیوتن-رافسون التالية: 


لتك ,د ل 
n+l n f'(x,)‏ 


وباختیار القيمة التقرييية المبدئية .17 — Xo‏ نجد أن التقریب الثاني ,× 
هو: 
e 2_‏ 2 
UR xy — 280 -217— )17( -19‏ 
Xo 2(17)‏ 2 
x = 16.7353‏ >= 
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)16.7353( — 280 
2(16.7353) 


x, = 16.7353 — 


=> x, % 16.7332 


وباستخدام الآلة الحاسبة نجد آن: 

16.7332 — ۰/280 لأقرب anf‏ منازل عشرية, لذا یمکننا ملاحظة أنه 
وباستخدام طريقة نیوتن-رافسون یمکننا ایجاد قيمة قريبة جدا من القيمة 
الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 2280 ویظهر ذلك من خلال التقریب النالث له 


. X2 


ويبين الجدول )2.8( القيمة المطلقة بين التقریبات الثلائة التي توصلا البها في 
المثال (2.8) وبين القيمة الحقيقية التي توصلنا إليها باستخدام UY‏ الحاسبة. 
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مربع القيمة القيمة المطلقة للخطأ بين القيمة 
التقريبية التقريبية والقيمة الحقيقية 
289 


280.0703 
16.7332 0.0000 


نلاحظ أن التقربب الأول Xo‏ (المفترض) بعيد عن القيمة الحقيقية للجذر 
التربيعي للعدد .280( ذلك أن مربع فيمته التقريبية تظهر فرقا واضحا بينه وبين 


العدد ۰280 لکن التقریبین JI‏ والغالث (X c X5)‏ بعدان تقریبین 
ممتازین ]13 ما قورنا بالقيمة الحقيقية للجذر التربیعی للعدد 280. 


مشال(2.0): باستخدام طريقة نیوتن-رافسوه ) Newton-Raphson's‏ 


۵ أوجد dod‏ تقريبية للعدد 5/620 . 
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الاقتران المرافق للمعادلة ‏ في الخطوة السابقة؛ هو: 
f(x) = ×” -620‏ 
f'(x)=2x‏ >= 


وباستخدام صيغة نیوتن-رافسون التالية: 
سل 
n+1 n f'(x,)‏ 


وباختيار القيمة التقريبية المبدئية 25 = 30 , نجد أن التقریب الثاني X‏ 
^ 
x, — 620 225. (25)* — 620‏ 
)2(25 2۷ 


X SX. 
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والتقریب X» CJUI‏ هو: 


x; — 620 
X) R X, - 
2X 
x. w 24.9 _ 049) - 620 
i ۱ 2(24.9) 


— x, « 24.8998 


وباستخدام الآلة الحاسبة نجد آن: 

24.8998 = ۸/620 » لأقرب anf‏ منازل عشريةء لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام طريقة نیوتن-رافسون یمکننا ایجاد قيمة قريبة جدا من القيمة 
الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 620 ویظهر ذلك من خلال التقریب النالث له 


. X2 


ویبین الجدول )2.9( القيمة المطلقة بين التقریبات الثلاثة التي توصلنا إليها في 
المثال )2.9( وبين القيمة الحقيقية التي توصلنا إليها باستخدام DY‏ الحاسبة. 
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مربع القيمة القيمة المطلقة للخطأ بين القيمة القيمة درجة التقریب 
التقريبية التقريبية والقيمة الحقيقية التقريبية 


24.8998 0.0000 620 


نلاحظ أن التقریب الأول 10 (المفترض) بعید عن القيمة الحقيقية للجذر 
التربيعي للعدد ۰620 ذلك أن مربع قيمته التقريبية تظهر فرقا واضحا بينه وبين 
العدد ۰.620 لکن التقریبین الثاني والثالث Xa)‏ ۰ 1 ) يعدان تقریبین ممتازین 
]15 ما قورنا بالقيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 620. 

مما سبق نجد أنه وباستخدام طريقة نیوتن-رافسون فاننا نتوصل إلى قیم 
قريبة جدا من القيم الحقيقية للجذور التربيعية. ولکن ومن وجهة نظري فان آمر 
اختيار التقریب الأولي 30 قد يسبب بعض الارباك في بداية استخدام هذه 
الطريقة من قبل المتعلم. هذا بالإضافة إلى الوقت والجهد اللذان بتطلبانه 
تعویض کل من التقريبين الأول والثاني في صيغة نيوتن-رافسون في کل مرة 
منها. 

51 


طريقة الحصر لتقریب الجذور التربيعية والتکعبية 


كما أن أمر معرفة الطلاب الذين هم في المرحلة الأساسية بمفهومي الاقتران 
والاشتقاق وحتی في عملية التعویض لأكثر من مرق قد یشکل عائقا ضد 
استخدام هذه الطريقة فى مرحلتهم الأساسية تلكث. 


(The Binomial Series) الحدين‎ Gls متسلسلة‎ 4 


واحدة من أشهر المتسلسلات ذات الحدين تستخدم للعديد من الأغراض 
الرباضية. ولكننا في هذا الجزء سوف نستخدمها فقط في تقریب الجذور 
التربيعية» حيث آننا سنبدأ بأخذ الحدین × clo‏ وباعتبار أن A‏ عدد حقيقي 
بحيث أن AAO‏ وأن شکل الاقتران هو: 
J (x)= (1+ x)“‏ 
فاذا كانت 0 < A‏ فاننا سوف نستخدم الصيغة (1) آدناه لتقریب الجذر 
التربيعي . 
ay A ge e x xu)‏ 


3l 
فاننا نستخدم الصيغة )2( آدناه لتقریب الجذر‎ A > 0 وإذا كانت‎ 


(l+x)* =l+ax+ 


التربيعي . 


EDE FO)‏ ات 


(I-x) =l-ax+ 27 3 
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ویمکن التطبیق على متسلسلة ذات الحدین (Binomial Series)‏ وذلك 
لایجاد قيمة تقريبية للجذر التربيعي للعدد CC.‏ وذلك من خلال اتباع الخطوات 


التالية: 


نجد المربع الکامل الأقرب (5) إلى العدد المطلوب ایجاد قيمة 


تقريبية لجذره التربيعي وهو العدد C‏ 


نكتب العدد المطلوب إيجاد قيمة تقريبية لجذره التربيعي (C)‏ بدلالة 
المربع الکامل مضافا إليه أو منقوصا منه عدد معين مغل h‏ بحيث له 


يغير من قيمة العدد © كما يلي: 


1 
Jc =(s +h)?‏ 
نقوم یاخراج المربع الکامل کعامل مشترك لنحصل علی: 
ht‏ 
Jc 2 0 - 2‏ 
S‏ 
نقوم بالتطبیق على احدی المتسلسلتین (1(,)2) وذلك حسب إشارة 
منتصف الحدین لنحصل على قيمة قريبة جدا من الجذر التربيعي للعدد 
ac‏ 


ومن الجدير بالذکر cla‏ بأننا سوف نستخدم Jai‏ ثلاثة حدود فقط من 
المتسلسلتین (1(,)2) آنفتا الذكر» وذلك OY‏ استخدام تلك الحدود فقط 
تكفى OY‏ تعطى قيمة قريبة جدا من القيمة الحقيقية للجذر التربيعى للعدد © 
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مغال (2.10): قدر قيمة VIO‏ باستخدام أول ثلاثة حدود من متسلسلة ذات 
الحدین. 
الحل: 


سر اوم 


4/19 = )16+ 4) 
له‎ oc. tia UG 
وال‎ = )160 —) x 


۳۳ 
وبتطبیق المقدار 2m‏ على الصيغة )1( من متسلسلة ذات الحدین. 
فان: 
1 1 


192404 بت‎ 2 dy 
21 4 


19 نم‎ 401 + — XS) 


143. 143 
v19 = AT A e 


— /19 z 4.4688 


وباستخدام الآلة الحاسبة نجد آن: 
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V19 — 4.3589‏ لأقرب أربع منازل عشرية لذا یمکننا ملاحظة أنه 
وباستخدام متسلسلة ذات الحدین یمکننا ایجاد قيمة قريبة جدا من القيمة 
الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 19 حيث أن القيمة المطلقة للخطأ بين القيمة 
التقريبية والقيمة الحقيقية هي 0.1099. وأن مربع القيمة التقريبية هو 19.9702. 
QU‏ )2.11( قدر قيمة 4280 باستخدام أول ثلاثة حدود من متسلسلة 
ذات الحدین. 
الحل: 

رو — 289( = 4280 


J280 = 2800-2» 470 x 4 


2 
وبتطبيق المقدار و على الصيغة )2( من متسلسلة ذات الحدین؛ 
فإن: 
2-1 
V280 «170—742 2 22 ce )‏ 
dec OS)‏ 0200217 


n 8 TOUT 
/ 81 
280 - 7 
oe 668168 
657683. 657683 


70 ۰ eee 
668168 39304 
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16.7332« 4280 — 
وباستخدام الآلة الحاسبة نجد آن: 

16.7332 = 280 له لأقرب أربع منازل عشريةء لذا یمکننا ملاحظة أنه 
وباستخدام متسلسلة ذات الحدین یمکننا ایجاد قيمة قريبة جدا من القيمة 
الحقيقية للجذر التربيعي للعدد ۰280 حيث أن القيمة المطلقة للخطأ بين القيمة 
التقريبية والقيمة الحقيقية هي 0.0000( وأن مربع القيمة التقريبية هو 280. 


مثال (۵.12: قدر i3‏ 620 باستخدام آول ثلاثة حدود من متسلسلة 
ذات الحدین. 
الحل: 

4620 = (625 — 52 


1 1 

a 1 E 

4620 = 62503 2 = 250- 2 
(625( 605) ( T 


1 E 
على الصيغة )2( من متسلسلة ذات الحدین.‎ aoe وبتطبیق المقدار‎ 
فان:‎ 
1 1 
e. re SU 
620 z 25 iz (+) 
( 2 123) 2! (25) ) 
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4 620 — e X )) 


8 15625 
1 
A 620 = 5 
e 125000 
۳ BO ۳ 124499 


125000 5000 


24.8998 « 620 
وباستخدام الالة الحاسبة نجد آن: 

24.8998 = ۰/620 لأقرب آربع منازل عشرية, لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام متسلسلة ذات الحدین یمکننا ایجاد قيمة قريبة جدا من القيمة 
الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 620( حيث أن القيمة المطلقة للخطأ بين القيمة 
التقريبية والقيمة الحقيقية هي 0.0000( وأن مربع القيمة التقريبية هو 620. 


مما سبق» نجد أنه وباستخدام متسلسلة ذات الحدین فانه يمكننا التوصل 
إلى قيمة قريبة جدا جدا من القيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد «C.‏ ولکن 
أمر معرفة الطلاب بمفهومي الاقترانات والمتسلسلات. وأمر التطبیق علیهما 
لهما آمران یفوقان مستوياتهم التعليمية هذا بالاضافة إلى الوقت والجهد الذي 
تتطلبه عملية التعویض في المتسلسلة نفسها. 


ومن هناء فان استخدام هذه الطريقة لا یتناسب مع مستویات الطلاب الذين هم 
في المرحلة الأساسية ومع قدراتهم ومعارفهم البسيطة. 
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طريقة الحصر لتقریب الجذور التربيعية والتکعبية 


5 طريقة التقریب الخطي 


(Linear Approximation Method) 
أنظر الشکل (2.1)» والذي يبين منحنی الاقتران  القابل للاشتقاق على فترة‎ 
(x, f(X)) يمس الاقتران  في النقطة‎ T معينة» حيث أن المماس‎ 
HAM إلى‎ x من‎ f حيث يوضح هذا الشكل مقدار التغير في الاقتران‎ 
AAO هنا قيمة قليلة حيث‎ qus 


الشكل (2.1) 


Gc h) - f (x)‏ ل 
f'Co-h‏ 
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لذا؛ یمکن تقریب المقدار f(xth)— f(x)‏ کحاصل ضرب 
00020 2 وبالتالي فإن: 
fG-h)- f(x) = 7‏ 


ومن هنا فإن الفرق بين المقدارین: 
fo] - 7‏ ( +)] 
هو مقدار صغیر یقارن بقيمة / الصغيرة. 


وبالتالي فان نسبة: 
[Fæ f (x)]= f'Co-‏ 
h‏ 
تؤول إلى 0 عندما h‏ تؤول إلى 0. 


lim Porn FOr seh 0 


وموس © jm 9-79] j‏ 
ویمکن توضیح المقدارین SON fath- F(X)‏ من خلال 
التعریف التالي: 


تعریف (2.1): 
إذا كانت 0 ± /, فان الفرق f(x)‏ - (۸ + ×) ر یدعی ب" مقدار الزيادة 
في الاقتران ‏ من x‏ إلى + ۲ ویرمز له بالرمز ٩۴‏ : 

Af = f xc h) - f(x) 
بزيادة‎  دنع‎ f یدعی ب"تفاضل الاقتران‎ F'O وحاصل الضرب‎ 
: f مقدارها ۳11 ویرمز له بالرمز‎ 


df = f'(x):h 


مما سبق» يتبين لدینا Ob‏ المقدارین Af df‏ متساویان تقریبا: 


Af = df 


وبما آن: 
Af = f(x+h)— f (x)‏ 
f(xth)= 7 )0( +۷‏ >= 


> f(x+h) = f(x)+df 
fh) = f (OF F'O hnn * 


U usus df = f"(x)-h oy‏ سابقا. 
ویطلق على النتيجة (*) على آنها "التقریب الخطي للاقتران f‏ " 
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ویمکن التطبیق على طريقة التقریب الخطي ) Linear Approximation‏ 
0 في إيجاد قيمة تقريبية للجذر التربيعي للعدد CC‏ وذلك من خلال 


اتباع الخطوات التالية: 


لایجاد sac‏ 
ه نفرض أن fa) =x‏ 


o‏ نجد مشتقة الاقتران f(x)‏ حيث: 
fes‏ 
2d x‏ 
ه نجد قيمة × حيث X‏ المربع الکامل الأقرب إلى العدد C‏ 


e‏ نجد قيمة المقدار XHA‏ حیث: 
h=c-x‏ 


Rita یس سب‎ ° 
“. F(x +W = f+ f'G)-h.......... 


لنحصل في نهاية الأمر على تقریب جید للجذر التربيعي للعدد cC.‏ هذا إذا 
كانت ind‏ ۸ صغيرة وکانت 0 + ۸ أيضا. 
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.1/19 قدر قيمة‎ :)2.13( Jis 


الحل: 
نفرض آن f(0 4x‏ 
1 

Ee 
2d x 

المربع الکامل الأقرب إلى العدد 19 هو العدد 16. 
x+h=16+3‏ 

حيث آن: h=3‏ 


والان نطبق على العلاقة Č‏ حیث: 
fO f'G)- B... *‏ = ور + 


f (16+3) = f 06) + f'06)G) 


f (19) = 416 + puris 
3 
f 4*5 7 سم عن‎ 4.375 
أي آن:‎ 
J19 « 4.375 
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وباستخدام الآلة الحاسبة نجد آن: 

V19 = 4.3589‏ لأقرب آربع منازل duse‏ لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام طريقة التقریب الخطي یمکننا ایجاد قيمة قريبة جدا من القيمة 
الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 19 حيث أن القيمة المطلقة للخطأ بين القيمة 
التقريبية التي توصلنا إليها من خلال استخدام هذه الطريقة ل 19 والقيمة 
الحقيقية له تساوي 0.0161( وأن مربع القيمة التقريبية هو 19.1406. 


مغال (2.14: قدر قيمة 280 /. 
الحل: 
نفرض أن عدا - f(0‏ 


ect 
كرك‎ 


المربع الكامل الأقرب إلى العدد 280 هو العدد 289. 


x+h=289+-9 
h=—9 حیث آن:‎ 


والان نطبق على العلاقة Č‏ حیث: 
f GR) = f(x)+ f'(x)-h.......... ¥‏ 
f (289 + —9) = f (289) + f'(289)(—9)‏ 
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9 5-2 


f (280) «17— a ae 


= 17 — 0.2647 = 16.7353 


أي آن: 


4280 ~ 16.7353 


وباستخدام الآلة الحاسبة نجد آن: 

v 280 —16.7332‏ لاقرب أربع منازل عشرية لذا یمکنا ملاحظة أنه 
وباستخدام طريقة التقریب الخطي یمکننا ایجاد قيمة قريبة جدا من القيمة 
الحقيقية للجذر التربيعي للعدد ۰280 حيث أن القيمة المطلقة للخطأ بين القيمة 
التقريبية التي توصلنا إليها من خلال استخدام هذه الطريقة ل 4280 والقيمة 
الحقيقية له تساوي 0.0021. وأن مربع القيمة التقريبية هو 280.0703. 


. 1/620 قدر قيمة‎ :)2.15( Jis 
الحل:‎ 
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نفرض آن ۸ 


المربع الکامل الأقرب إلى العدد 620 هو العدد 625. 
x+h=625+-5‏ 


حيث آن: h=-5‏ 
والان نطبق على العلاقة Č‏ حیث: 
PCED) = f (0+ f'G)- B... *‏ 


f (6254 —5) = f (625) + f'(625)(—5) 


] 


S 
24/625 P 


f (620) = 4625 + 


5 3 
f (620) = 25 - 005 25 iT 


= 25—0.1 = 24.9 


أي آن: 
z 24.9‏ 4620 
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وباستخدام UY‏ الحاسبة نجد آن: 

24.8998 = 620 لأقرب أربع منازل عشريةء لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام طريقة التقریب الخطي یمکننا ایجاد قيمة قريبة جدا من القيمة 
الحقيقية للجذر التربيعي للعدد ۰620 حيث أن القيمة المطلقة للخطأ بين القيمة 
التقريبية التي توصانا إليها من خلال استخدام هذه الطريقة ل 1/620 والقيمة 
الحقيقية له تساوي .0.0002( وأن مربع القيمة التقريبية هو 620.01. 


مع ملاحظة أنه كلما زادت قيمة ۸ قلت الدقة في إيجاد القيمة التقريبية 
للجذر التربيعي للعدد المطلوب. وكلما كانت / صغيرة فان الدقة في القيمة 
التقريبية للجذر التربيعي للعدد المطلوب تكون أفضل عند استخدام طريقة 
التقربب الخطي «Linear Approximation Method)‏ ولبيان ذلك بشكل 
أفضل سوف نستعرض المثال التالي. 


./101 قدر قيمة‎ :)2.16( die 


الحل: 
نفرض أن FOSA‏ 


ی 
C‏ 20 


66 


المربع الکامل الأقرب إلى العدد 101 هو العدد 100. 
x+h=100+1‏ 


حيث أن: h=1‏ 


والان نطبق على العلاقة Č‏ حيث: 
f'G)- B... *‏ نع( + 


f (100+1) = f (100) + £'(100)1) 


1 
101) « 4/100 1 
f (101) ا‎ 
fol) ۰10+ 0) =10+ > 
D (210) ^ 20 


= 10+ 0.05 = 10.05 


آي آن: 


4101 22 5 


وباستخدام الآلة الحاسبة نجد آن: 
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9 - 101 لأقرب آربع منازل عشرية لذا یمکنا ملاحظة أنه 
وباستخدام طريقة التقریب الخطي یمکننا ایجاد قيمة قريبة جدا من القيمة 
الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 101 ) ذلك أن قيمة h‏ صغيرة ). حيث أن 
القيمة المطلقة للخطأ بين القيمة التقريبية التي توصلنا إليها من خلال استخدام 
هذه الطريقة ل ۷/101 والقيمة الحقيقية له تساوي 0.0001( وأن مربع القيمة 
التقريبية هو 101.0025. 


مما سبق» نجد أنه وباستخدام طريقة التقریب الخطي فانه يمكننا التوصل 
إلى قيمة قريبة جدا من القيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد oC‏ ولکن أمر 
معرفة الطلاب الذین هم في المرحلة الأساسية بمفاهيم مشل مفهوم الاقتران 
والاشتقاق وقابلية الاقتران للاشتقاق یشکل عانقا معقولا ضد استخدام هذه 
الطريقة. كما أن آمر التطبیق على هذه الطريقة یتطلب أن تکون ۷ قيمة صغيرة 
(بحیث لا تساوي الصفر). حتی يودي التطبیق على هذه الطريقة إلى التوصل 
إلى قيمة تقريبية تکون قريبة جدا من القيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 
المطلوب. 


6 كثير حدود تایلور (Taylor Polynomials)‏ 


في هذا الجزء سوف نقوم بتعمیم متسلسلة تایلور (Taylor Series)‏ ذات 
القوة × على متسلسلة تایلور ذات القوة 4 - CX‏ حيث 0 عدد حقيقي. 
وسنبداً ولا بذكر نظرية تایلور (Taylor's Theorem)‏ 
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نظرية تایلور (2.2): 
افرض أن الاقتران f‏ قابل للاشتقاق ل 7+1 من المرات على الفترة 
المفتوحة I‏ حيث ael‏ فان لكل [ © ۲ : 


pocius its a) zd 
NEC) 


(x-a) + 


————(x—a) -R,4x) 


1 X 
Ry) = — | ۳ @O@-0" dt 


وأن کثیر الحدود التالي: 


LIS Mp a) + 


P(x) = f (a) + f'(a)(x = a) + 


(n) 
of Oe 
n! 


یدعی ب"كثير حدود تایلور ذي القوة n‏ للاقتران "X-AS f‏ والذي 
یمکن الاستفادة منه في إيجاد قیم تقريبية للجذور التربيعية بحیث تکون تلك 


القیم قريبة جدا من القیم الحقيقية لتلك الجذور. 
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ویمکن التطبیق على کثیر حدود تایلور (Taylor Polynomials)‏ في ایجاد 
قيمة تقريبية للجذر التربيعي للعدد CC‏ وذلك من خلال اتباع الخطوات التالية: 
(علما بأننا سوف Jai dob‏ ثلاثة حدود فقط من کثیر حدود تایلور عند التطبیق 


E 


علیه). 


e فلایجاد‎ 


نفرض آن X=C‏ 

نبحث عن آقرب مربع کامل من العدد C‏ ولیکن 0 . 

نجد قيمة 4 -× . 

f الأولى للاقتران‎ etal نجد‎ LÁ (X) m x of نفرض‎ 


DOM 


T 


1 
F'O) =-=‏ 
2N X‏ 
نجد المشتقة الثانية للاقتران f^‏ حيث: 


1 -1 
= O(n pm 
F" = ١ ee NX - =I 
QA x» Ax 2 
-1 


AV x^ 


> f'(x)- 
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Taylor ) حدود من کثیر حدود تایلور‎ UG Jol نطبق على‎ oe 
لنتوصل في نهاية الأمر إلى قيمة قريبة جدا من القيمة‎ (Polynomials 
. 6 الحقيقية للجذر التربیعی للعدد‎ 


مثال (2.17): استخدم كثير حدود تایلور في ایجاد قيمة تقريبية للعدد 19/. 
الحل: 

نفرض آن: X=19‏ 

المربع الکامل الأقرب إلى العدد 19 هو 16. 


ERU 
x—a-19-1623 
نفرض آن:‎ oS! 
FG) = 4x 
۶) - سك‎ 
24x 
e 00 لحك‎ 
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نطبق الآن على كثير حدود تایلور. حيث 

B yy (dis FOE 0 ) 

LO) 
n! 


(x-a) + 


(x-a)" 


f c9 


(3)° 


)9( ست شد بق 
as "TT y‏ 
2 


UTR M RUE. 
2(4) 8(64) 512 


P19) = f 16) + f'06)) + 


P (19) = V16 + —— 


أي آن: 


./19 «4.3574 


وباستخدام الآلة الحاسبة نجد أن: 

4.3589 = 19 لأقرب أربع منازل duse‏ لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام التقربب باستخدام کثیر حدود تايلور يمكننا إيجاد قيمة قريبة جدا 
من القيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 19 حيث أن القيمة المطلقة للخطأ 


12 


بين القيمة التقريبية التي توصانا إليها من خلال استخدام هذه الطريقة ل 1/19 
والقيمة الحقيقية له تساوي 0.0015( وأن مربع القيمة التقريبية هو 18.9869. 


مثال (2.18): استخدم كثير حدود تابلور في إيجاد قيمة تقريبية للعدد 


. 280 


الحل: 
نفرض أن: 280 x‏ 


المربع الكامل الأقرب إلى العدد 280 هو 289. 


AY 
x—a-280- 289 =-9 
الآن نفرض أن:‎ 
E 
f'(x) = Ln 
=> f'a)-2—4 
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نطبق الآن على كثير حدود تایلور. حيث 
Le e- ay 4‏ 0 لبر وسار ES r‏ 
)1( 
Los‏ يه 
n!‏ 


P (280) = f 289) + f'(289)(-9) + oe ۱ 


P, )280( 2 4289 +———(-9 نمی‎ NT 
y 5 ) "HESS (81) 
7 


9 ۰. 8 _ 7 _ 9.2647 -0.0021 


207) 8(4913) 


16.7332 = 
أي آن: 


4280 «16.7332 
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وباستخدام الآلة الحاسبة نجد آن: 

v 280 —16.7332‏ لأقرب أربع منازل عشرية لذا یمکننا ملاحظة أنه 
وباستخدام التقریب باستخدام کثیر حدود تایلور یمکننا ایجاد قيمة قريبة جدا 
من القيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد ۰280 حيث أن القيمة المطلقة للخطأ 
بين القيمة التقريبية التي توصلا إليها من خلال استخدام هذه الطريقة ل 
J280‏ والقيمة الحقيقية له تساوي 0.0000( وأن مربع القيمة التقريبية هو 


280. 
Stes‏ )2.19(: استخدم کثیر حدود تایلور في ایجاد Ae»‏ تقريبية للعدد 
.N620‏ 
الحل: 
نفرض آن: 620 = × 
المربع الكامل الأقرب إلى العدد 620 هو 625. 
لذا: 
5— — 620-625 = 0 سير 
الآن نفرض آن: 
fx =vVx‏ 
1 
ym‏ 
24x‏ 
1— 44 
f (x)=‏ >= 
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نطبق الآن على كثير حدود تایلور. حيث 

EFE (dis تور ووس روف‎ n 0 ) 

LO) 
n! 


(x-a) + 
(x— a)" 


f"(620) 
2! 


P,(620) = f (625) + f"(625)(—5) + (5) 


P. (620) « 5 (—5) + ———— 
2 


E 0) 0002‏ لمح ے5 


2(25) $8(15625) 


— 24.8998 


: ol آي‎ 


4620 ~ 24.8998 
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وباستخدام الآلة الحاسبة نجد آن: 

24.8998 = 620 لأقرب أربع منازل عشريةء لذا یمکننا ملاحظة أنه 
وباستخدام التقریب باستخدام کثیر حدود تایلور یمکننا ایجاد قيمة قريبة جدا 
من القيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 620 حيث أن القيمة المطلقة للخطأ 
بين القيمة التقريبية التي توصلنا إليها من خلال استخدام هذه الطريقة ل 
J620‏ والقيمة الحقيقية له تساوي 0.0000( وأن مربع القيمة التقريبية هو 
620. 


مما سبق» نجد أنه وباستخدام طريقة التقریب من خلال کنیر حدود تایلور 
Liv‏ نتوصل إلى قيمة دقيقة وصحيحة للجذر التربيعي للعدد C‏ من قیمته 
الحقيقية» ولكنني أرى أن أمر معرفة الطلاب الذين هم في المرحلة الأساسية 
بمفهوم الاقتران ومفهوم المتسلسلات والاشتقاق وقابلية الاقتران للاشتقاق 
وحتى بمفهوم كثير الحدود يفوق مستوياتهم ومقدرتهم ومعارفهم المتواضعة لأن 
يطبقوا على هذه الطريقة. 


ومن هنا فان استخدام طريقة التقربب من خلال كثير حدود تایلور ( Taylor‏ 
(Polynomials‏ في ایجاد قيمة تقريبية للجذر التربيعي آمر y‏ يتناسب مع 
الطلاب في المراحل الأساسية عموما رغم النتائج الدقيقة التي توصلا البها 


باستخدام هذه الطريقة. 
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18 


طر Aa:‏ الحصر 
(Restriction Method)‏ 


قريب الجذور التربيعية 
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1 طريقة الحصر لتقریب الجذور التربيعية ) (Restriction‏ 
Method‏ 


تعتمد هذه الطريقة في اشتقافها وفي تقربب الجذور التربيعية من خلالها 
على أسلوب حصر العدد المطلوب إيجاد جذره التربيعي بين مربعين کاملین 
متتاليين» وعلی اعتبار أن الوسط الحسابي لناتجي الجذرين التربيعيين للمربعين 
الكاملين المتتاليين هو تقريب أولي للجذر التربيعي للعدد المطلوب. 
اي أنه إذاكان ^ D^.‏ مربعين كاملين متعالین» وكانت × تقع بينهما 
فان : 


۲ QUEM 


2 


وسوف نستخدم في اشتقاق طريقة الحصر (Restriction Method)‏ أحد 
قوانین التناسب المعروفق وهو أنه 
Ce. ۸4‏ 
إذاكان: ۲ D — i$ B‏ 
فان : 
AUG ..‏ 
B«D |‏ 


فلو آخذنا مغلا أنه 


51 


7 3+4 
ولاشتقاق طريقة الحصر (Restriction Method)‏ نبداً deb Yf‏ الفرق بين 


حيث آننا نعلم آن: 
a—bz-i‏ 
a,b e‏ هما ناتحا الجذرین للمربعین الکاملین المتتالیین. 
(a-b) e]‏ 
a’ -2ab +b” =1‏ 


— a? +b” =2ab+1 
باضافة 200 للطرفین, فان:‎ 
a^ +2ab +b” = 4ab 41 
=> (a+b) =4ab+1 
4ab 4-1 
at+b 


a+b= 
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بضرب الطرفین بالعدد 9( تصبح: 
a+b 4ab+1‏ 
2(a+b)‏ 2 


وکما افترضنا فى البداية آن: 


فان : 


كذلك وبالعودة إلى الفرض الأولي: 


nov un 


2 


وبتربیع الطرفین. فان: 
a+b)‏ 
S )‏ 
4 


وبضرب الطرفین بالعدد 2 فان: 
_(a +b)’‏ 
2 


2x 
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— بم‎ 
at+b 2 
a+b | 2x 
2 a+b 


وكما افترضنا فى البداية آن: 


ا 


فان : 


وبتطبیق العلاقة )1( والعلاقة )2( على قانون التناسب المذکور آنفاء فان: 


Aab+14+2x | 
2(a+b)+a+b | 

وباستخدام العلاقة )2( مرة ثانية» فان: 
—| 22 +22 +4۵01 
3a+3b+a+b — i‏ 
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dads 4x + 4ab +1 


4a + Ab 
4x + Aab +1 
— Ax TERTA * 
4(a + b) ©) 
علی‎ a,b’ هما ناتجا الجذرین للمربعین الکاملین المتتالیین‎ a,b حيث‎ 


الترتیب. 

وبالتالي فان العلاقة: 

Ax t dab +1 
` A(atb) 

تمکننا من التوصل إلى قيم قريبة جدا من القیم الحقيقية للجذور التربيعية. 

ویمکن التطبیق على طريقة الحصر (Restriction Method)‏ في إيجاد قيمة 

تقريبية للجذر التربيعي للعدد الحقيقي الموجب وذلك من خلال اتباع الخطوات 

التالية: 


۰ نقوم بداية بحصر العدد X‏ بين مربعين كاملين متتاليين» حيث: 
2 2 
b >< X > 4d‏ 


e‏ نجد ناتجی الجذرین التربیعیین a,b‏ للمربعين الكاملين المتتاليین 


۲ 2 2 
حیث أن:‎ a „b 
b > NX > 0 
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e‏ نطبق على العلاقة التالية: 


Ax t dab +1‏ 
4(a +b)‏ 
لنحصل في نهاية الأمر على قيمة قريبة جدا من القيمة الحقيقية ل VK‏ 


مثال(3.1): استخدم طريقة الحصر في إيجاد قيمة تقريبية للعدد 1/19. 


الحل: 
X > 16‏ > 25 
X > 4 5‏ > 
4x+4ab+1‏ _ 
4(a+b)‏ 


suo 4(19) + 4(4)(5) +1 _ 76+80+1 
4(4+5) 36 


أي آن: 4.3611 × V19‏ 


نلاحظ أن القيمة التقريبية التي توصلا إليها باستخدام هذه الطريقة هي قيمة 
قريبة جدا من القيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 19 . ذلك أنه وباستخدام 
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الآلة الحاسبة, نجد أن 4.3589 = V19‏ لأقرب أربع منازل عشرية, oly‏ 
القيمة المطلقة للخطأ بين القيمة التقريبية التي توصلا إليها باستخدام طربقة 
الحصر والقيمة الحقيقية يساوي )0.0022( وأن مربع القيمة التقريبية هو 
19.0192. 


مغال(3.2): استخدم طريقة الحصر في إيجاد قيمة تقريبية للعدد .280 N‏ 


الحل: 
x s 256‏ . 289 
NX > 1617‏ > 
Ax t dab +1‏ 
4(a+b)‏ 


416+17) 132 


e = 16.7348‏ = 4280 >= 
132 
أي آن: 
8 2 4280 


نلاحظ أن القيمة التقريبية التي توصلا إليها باستخدام هذه الطريقة هي قيمة 
قريبة جدا من القيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 280 © ذلك أنه وباستخدام 
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الآلة الحاسبة نجد of‏ 16.7332 - 280 لأقرب أربع منازل عشرية, 
وأن القيمة المطلقة للخطأ بين القيمة التقريبية التي توصلنا إليها باستخدام طريقة 
الحصر والقيمة الحقيقية يساوي )0.0016( Oly‏ مربع القيمة التقريبية هو 
280.0535. 


مغال(3.3): استخدم طريقة الحصر في إيجاد قيمة تقريبية للعدد 1/620 . 
الحل: 
x > 6‏ > 625 


> Xx > 24 25 
Ax t dab +1 
4(a +b) 


4(24 + 25) 196 


1 - !188 ~ 620 جه 
196 


أي آن: 


z 24.9031‏ 4620 
نلاحظ أن القيمة التقريبية التي توصلا إليها باستخدام هذه الطريقة هي قيمة 
قريبة جدا من القيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 620 » ذلك أنه وباستخدام 


58 


الآلة الحاسبة, نجد أن 24.8998 = V620‏ لأقرب أربع منازل عشرية 
وأن القيمة المطلقة للخطأ بين القيمة التقريبية التي توصلنا إليها باستخدام طريقة 
الحصر والقيمة الحقيقية يساوي )0.0033( Oly‏ مربع القيمة التقريبية هو 
620.1644. 

مما يعني أن طريقة الحصر (Restriction Method)‏ يدي التطبیق علیها 
إلى التوصل إلى فیم قريبة جدا من القیم الحقيقية للجذور التربيعية. وذلك نظرا 
للنتانج الجيدة التي توصلا إليها من الأمثلة )3.3« )3.2( )3.1( السابقة 
حيث آظهر استخدام هذه الطريقة (طريقة الحصر) سهولة واضحة آثناء التطبیق 
عليهاء وبساطة في الفهم بحيث يستطيع المتعلم في المرحلة الأساسية على 
الأقل أن يستخدمها للتوصل إلى قيم قريبة جدا من القيم الحقيقية للجذور 
التربيعية؛ وذلك لخلوها من مفاهيم معقدة بعض الشيء عند الطلاب غير 
المتخصصين في مجال الرياضيات كمفهوم الاقتران مثلا ومفهوم المتسلسلات 
إلى مفهوم الاشتقاق وغيرها من المفاهيم الأخرى والتي نجدها من ركائز الطرق 
الأخرى سابقة الذكر. 
ومن هناء فإنني أجد أن طريقة الحصر (Restriction Method)‏ هي طريقة 
ملائمة OY‏ تعطى للطلاب الذين هم في المرحلة الأساسيةء وأرى أن ينظر لها 
المتخصصون والقائمون على إعداد المناهج المدرسية بعين الاعتبار. 
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2 استخدام طريقة الحصر (Restriction Method)‏ في 
تقریب بعض الجذور التربيعية 


والآن سوف نستعرض من خلال الجدول )3.1( عدة أمثلة محلولة تظهر 
استخدام طريقة الحصر في تقریب الجذور التربيعية لأعداد مختارة عشوائياء كما 
وتظهر أيضا القيمة المطلقة للخطأ بين القیم التقريبية والقیم الحقيقية ومربع 
القيم التقرببية في كل منها. 
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يتبين لدینا من خلال الجدول )3.1( أن طريقة الحصر ) Restriction‏ 
0 لتقريب الجذور التربيعية هي طريقة بسيطة وسهلة التطبیق وتتناسب 
مع الطلبة الذین هم في المرحلة الأساسية على الأقل» كما آنها تعتمد اعتمادا 
مباشرا على حصر العدد المطلوب تقریب جذره التربيعي بين مربعين کاملین 
متتاليين» وأنها تعطي قیما قريبة جدا من القیم الحقيقية لجذر العدد المطلوب 
تقريبه» حيث أن الخطأ الناتج من استخدام هذه الطريقة يعد قلیل جدا. 


كما ونلاحظ أنه كلما كان العدد المُراد تقربب جذره التربيعي قريبا من الوسط 
الحسابي للمربعين الكاملين المتتاليين كان التقربب دقيقا وجيدا جدا عند 
استخدام طريقة الحصر في عملية التقربب. وکلما كان ذلك العدد بعيدا عن 
الوسط الحسابي للمربعين الكاملين المتتاليين كان التقریب أقل دقة منه إذا ما 
قورن بالحالة الأولى» ويوضح الشكل )3.1( مدى دقة التقريب التربيعي 
للعدد X‏ ذا ما استخدمنا طريقة الحصر في إيجاد قيمة تقريبية 


الشكل (3.1) 


أكثر üs‏ لله — أكثر دقة 
a +b” b?‏ 2 
2 
وهذا لا يعني أنه !13 كان X‏ بعیدا عن الوسط الحسابي للمربعین الکاملین 
a c‏ 
المتتالیین ) — n‏ ) فاننا سوف نحصل على قيم تقريبية بعيدة کثیرا عن 
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a 


الجذر التربيعي للعدد X‏ . وانما سوف تکون تلك القیم أقل دقة نوعا ما عن 
القیم التقريبية للجذر التربيعي للعدد 7 فیما إذا كان X‏ قريبا من الوسط 
الحسابي للعددین G^ b?‏ 
3 مقارنة بين التقریبات المتحصلة من بعض الطرق وطريقة 
الحصر لبعض الجذور التربيعية 

سنقدم OF!‏ مقارنة بسيطة نستعرض فیها استخدام الطرق الخمسة الأخيرة 
(نظرية بلزانو, طريقة نیوتن-رافسون. متسلسلة ذات الحدين» التقريب الخطي 
والتقریب باستخدام كثير حدود تایلور) الواردة في الفصل الثاني من هذه 
الدراسة بالاضافة إلى طريقة الحصر وذلك لتقریب بعض الجذور التربيعية لبعض 
الأعداد» حيث يبين الجدول )3.2( مدی فاعلية کل طريقة من الطرق الخمسة 
AUT‏ الذکر وفاعلية طريقة الحصر آیضا في تقربب تلك الجذو مع ملاحظة Lal‏ 
سوف نستعرض الأمثلة ذاتها التي استعرضناها في الجدول )3.1( باستخدام 
طريقة الحصر. كما سنقوم آیضا باستعراض التقریسات الأخرى لنفس الأمثلة 
وذلك بالتطبیق على كل من الطرق الخمسة (نظرية بلزانی طريقة نیوتن- 
رافسون. متسلسلة ذات الحدین. التقریب الخطي والتقریب باستخدام كثير 
حدود تایلور) مبینا بطبيعة الحال القيمة المطلقة للخطأ بين القيم التقريبية والقیم 
الحقيقية الناتجة من استخدام الطرق جمیعها. 
ولا بد من ملاحظة آننا سنقوم باعتماد التقریب الثالث على الأكثر للجذر 
التربيعي عند التطبیق على کل من نظربة بلزانو وطريقة نیوتن-رافسون. وبأننا 


سوف نأخذ Jai‏ ثلاثة حدود من کثیر حدود تایلور عند التطبیق TW‏ وسوف 
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الخطی وطريقة التقریب باستخد 


الجذور ذلك ol‏ ا 


(Restriction Method)‏ هي 


بلزانو وطريقة 
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استخدام أي منها والقيمة الحقيقية تعد قليلة جدا, ومن هنا فان استخدام أي 


ام på‏ حدود تايلور بالإضافة إلى طريقة الحصر 
تجة من 


من جراء استخدام 
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من الطرق الستة آنفة الذکر بعطي قيما تقرببية جبدة جدا للجذور التربيعية 
وقريبة جدا من القیم الحقيقية لها. 

ویبقی هنا ملائمة أي من الطرق الستة مع المرحلة العمربة الأساسية» حيث 
أنني آری - من وجهة نظري - آن: 

٠‏ استخدام نظرية بلزانو تعطي قیما قريبة جدا من القیم الحقيقية للجذور 
التربيعيةء ولکنها تتطلب التجریب للوصول إلى الفترة التي تتحقق فیها 
شروط النظرية نفسها. كما تتطلب الوقت والجهد اللازمین لاختیار 
الفترة التي تتحقق فيها شروط النظرية في کل مرة منها بعد عملية 
التعویض. وأن معرفة الطلاب بمفهوم الاقتران ومفهوم الاتصال وإتقانهم 
للشروط الواجب توافرها لتطبيق هذه النظربة يشكل عائقا ملحوظا 
للطلاب في المرحلة الأساسية تلك, وهذا ما ينبت عدم ملائمة نظرية 
بلزانو لأولئك الطلاب. 

e‏ طريقة نيوتن-رافسون تعطي قيما دقيقة للجذور التربيعية. ولكن ومن 
وجهة نظري فإن أمر اختيار التقربب الأولي قد يسبب بعض الإرباك في 
بداية استخدام هذه الطريقة من قبل الطلاب» هذا بالإضافة إلى الوقت 
والجهد اللذان يتطلبانه تعويض كل من التقريبين الأول والثاني في صيغة 
نيوتن-رافسون في كل مرة منهاء ولذلك فإن هذه الطريقة غير ملائمة 
للطلاب الذين هم في المرحلة الأساسية أيضا. 

e‏ إن استخدام متسلسلة ذات الحدين تمكننا من التوصل إلى قيم قريبة 
جدا من القيم الحقيقية للجذور التربيعية» ولكن أمر معرفة الطلاب 
بمفهومي الاقترانات والمتسلسلات. وأمر التطبيق عليهما لهما أمران 
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يفوقان مستوياتهم التعليمية في مرحلتهم الأساسيةء هذا بالاضافة إلى 
الوقت والجهد الذي تتطلبه عملية التعويض في المتسلسلة نفسهاء 
لذلك فإن أمر استخدام هذه الطريقة لأولئك الطلاب غير مناسب. 
كما أن استخدام طريقة التقريب الخطي تمكننا من التوصل إلى قيم 
قربية جدا من القيم الحقيقية للجذور التربيعية» ولكن أمر معرفة 
الطلاب الذين هم في المرحلة الأساسية بمفاهيم أكبر من سنهم 
كمفهوم الاقتران ومفهوم الاشتقاق وقابلية الاقتران للاشتقاق يشكل 
عائقا معقولا ضد استخدام هذه الطريقة, كما أن أمر التطبيق على هذه 
الطريقة يتطلب أن OSG‏ ۸ قيمة صغيرة (بحيث (NFO‏ حتى يؤدي 
التطبيق على هذه الطريقة إلى التوصل إلى قيمة تقريبية تكون قريبة جدا 
من القيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد المطلوب. لذا فان طريقة 
التقريب الخطي لا تلائم طلاب المرحلة الأساسية عموما. 

إن طريقة التقريب باستخدام كثير حدود تايلور تعطي قيما قريبة جدا من 
القیم الحقيقية للجذور التربيعية, PX‏ أرى أن آمر معرفة طلاب 
المرحلة الأساسية بمفهوم الاقتران ومفهوم المتسلسلات والاشتقاق 
وقابلية الاقتران للاشتقاق وحتی بمفهوم کثیر الحدود یفوق مستوياتهم 
ومقدرتهم ومعارفهم المتواضعة OY‏ یطبقوا على هذه الطريقة, ومن هنا 
فبان استخدام طريقة التقریب من خلال كثير حدود تایلور آمر لا 
یتناسب مع الطلاب في المراحل الأساسية عموما رغم النتانج الجيدة 
التي تُوصّلنا البها هذه الطريقة. 
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e‏ طريقة الحصر (Restriction Method)‏ يؤدي التطبیق علیها إلى 
التوصل إلى قيم قريبة جدا من القيم الحقيقية للجذور التربيعية» حيث 
أظهر استخدام هذه الطريقة سهولة واضحة أثناء التطبيق عليهاء وبساطة 
في الفهم بحيث يستطيع المتعلم في المرحلة الأساسية على الأقل أن 
يستخدمها للتوصل إلى قيم قريبة جدا من القيم الحقيقية للجذور 
التربيعية؛ وذلك لخلوها من مفاهيم معقدة بعض الشيء عند الطلاب 
غير المتخصصين في مجال الرياضيات كمفهوم الاقتران مثلا ومفهوم 
المتسلسلات إلى مفهوم الاشتقاق وغيرها من المفاهيم الأخرى والتي 
نجدها من ركائز الطرق الأخرى سابقة الذکر ومن هنا فإنني أجد أن 
طريقة الحصر (Restriction Method)‏ هي طريقة ملائمة oS‏ تعطى 
للطلاب الذین هم في المرحلة الأساسية. 
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ترتکز الکنیر من التطبیقات والمسائل الحياتية على موضوع أساسي في 
الریاضیات ألا وهو موضوع الجذور التكعيبية للأعداد النسبية. وسنتطرق في 
هذا الفصل إلى المفاهیم الأساسية التي تمهد له لمعرفته مبتدئين أولا بدراسة 
مفهوم المکعب الکامل ومفهوم الجذر التكعيبي له وكيفية ایجاده. ومنتهین 
بعرض علاقة رياضية يؤدي التطبیق علیها إلى التوصل إلى كافة المکعبات 
الكاملة. 


1 مكعب العدد (المكعب الكامل) 
يطلق على حاصل ضرب العدد في نفسه ثلاث مرات متتالية مكعب العدد 
لذا فالعدد 8 مثلا هو مكعب العدد 2 لأن8 = 2212 uu.‏ فان 
العدد 27 هو مكعب العدد 3 OY‏ 27 -3233, وهكذا يمكننا القول 
بأن: 
۰ ,216 ,125 ,64 ,8,27 ,1 
تسمی جمیعها مکعبات کاملة. 


2 الجذر التكعيبي للمکعب الکامل 
یعرف الجذر التكعيبي للعدد على أنه العدد الذي إذا ضرب بنفسه ثلاث 
مرات متتالية یکون ناتج الضرب هو العدد الأصلي» فمثلا نقول بأن الجذر 
التكعيبي للعدد 64 يساوي 4 ونكتب ذلك علی الصورق: 


V64 - 4 
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حیث تستخدم الاشارة /1 لتدل على أن المطلوب هو إيجاد الجذر 


التكعيبي للعدد المکتوب تحت الاشارة. 

لذا یمکننا القول بأن: 

£25407 6 1/943 هنون و 

وتتلخص خطوات إيجاد الجذر التكعيبي لمکعب کامل بما يلي: 
e‏ نحلل العدد إلى عوامله الأولية. 


ist e‏ عاملا واحدا من کل ثلائة من العوامل المتساوية. 
e‏ نجد حاصل ضرب العوامل التى آخذناها فى الخطوة الثانية. 


مثال(4.1): أوجد قيمة 474088 
الحل: 


نحلل أولا العدد 74088 إلى عوامله بطريقة القسمة التحليلية كما في الشکل 
المجاور . 
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o‏ نأخذ عاملا واحدا من ثلانة آعداد من العوامل المتساويقت ثم نجد 


474088 22x 3x7=42 


ولا بد من التنویه هنا إلى أنه یکون المکعبان الکاملان متتاليين إذا کانا مکعبین 
لعددین طبیعیین متتالیین فالعددان 27 , 8 مکعبان کاملان لأنهما مکعبان 


للعددین 2,3 على الترتیب. 


ومن الجدیر SUL‏ آیضا أن الجذور التي دلیلها يمثل عددا فردیا تکون معرفة 
على جمیع الأعداد الحقيقية (R)‏ وبالتالي فان الجذور التكعيبية تکون معرفة 
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على (R)‏ وعلی صعید آخر فإن الجذور التي دلیلها یمثل عددا زوجیا لا 
تکون معرفة الا على مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة CURT).‏ ومن هنا فان 
الجذور التربيعية معرفة على (RI)‏ فقط. فمثلا: 


2-8 =-2,V-27 =-3,V- 64 = —4,...... 


مغال(4.2): أوجد قيمة 3-3375 


الحل: 
o‏ نحلل آولا العدد 3375 إلى عوامله بطريقة القسمة التحليلية كما في 


الشکل المجاور . 


o‏ نأخذ عاملا واحدا من ثلانة آعداد من العوامل المتساوية, ثم نجد 


٩-3375 =-1x5x3=-15 
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طريقة الحصر لتقریب الجذور التربيعية والتکعبية 


3 اکتشاف المکعبات الكاملة 


یمکن الحصول على أي مکعب کامل )13 أعطي المکعب الکامل الذي ALS‏ 


باستخدام القاعدة التالية: 


apa = a, 6(8,) HL ees (1) 


حيث آن: 


S, SNH S, 


d,‏ : المکعب الکامل الأول. 
,2 : المکعب الکامل الذي يلي الأول. 


وعلی اعتبار أن 1= S,‏ كقيمة أوليةء وبأن المکعب الکامل الأول LS‏ هو 


فمثلا للحصول على كافة المکعبات الکاملة یمکننا التطبیق على العلاقة )1( 


apa = Fy + 665 وم(‎ (1) 
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=a,+6(S,) +1‏ ره 
a, =1+6(1)+1‏ 


a, =8 


وبذلك فان المکعب الکامل الذي يلي المکعب الکامل 1 هو 8( حیث أن: 
.N8 22‏ 


n=2 عندما‎ e 


نجد رگ حیث: 
S,=nt+S,,‏ 
=2+S,,‏ رگ 
S,=2+8,=2+1=3‏ 
S$, =3‏ >= 


a =a, +GS,) +1 
a, =8+6(3)+1 
به‎ - 7 
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لذلك فان المکعب الکامل الذي يلي المکعب الکامل 8 هو 27 حیث آن: 


3/27 - 3 


رگ + 7 ح S,‏ 
ریگ + 3 = ,$4 
S, =3+3=6‏ + 3 ح وى 
6-,$— 


a; =a, + 6(S,)+1 
a, =27+6(6) +1 
a, = 64 


أيضا يتبين UJ‏ أن المکعب الکامل الذي يلي المکعب الکامل 27 هو 64 
حيث آن: 4 < N64‏ . 
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S FNF بر‎ 
S,=4+8,, 
S,=4+8, =4+6=10 
=> S$, =0 


a; =a, + 6(S,) +1 
a, = 64+ 6(10) +1 
a, =125 


ومن هنا فان المکعب الکامل الذي يلي المکعب الکامل 64 هو 125 حيث 
أن 5 = 4125 . 


ویامکاننا الاستمرار هکذا لنحصل على كافة المکعبات AII‏ ويظهر الجدول 
)4.1( استخدام العلاقة رقم (1) في ایجاد بعض المکعبات الکاملة من n=]‏ 
إلى n=10‏ 
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التطبیق علی العلاقة رقم )1( 
a, =a, +6(S,) +1‏ 


| ! |! [a= 6041 
a, =8+ 6(3) +1 
a, =27+6(6)+1 
= 64+ 6010( +1 
6 =125+6(15)+1 
Ta 


= 343+ 6(28) +1 
= 512+ 6)36) +1 
a,, = 729 + 6(45) +1 


4 
as 
a 
ag 

3 d, 

4 


يتبين UJ‏ مما سبق أنه بإمكاننا اکتشاف كافة مکعبات الأعداد الكاملة, وذلك 


1 

3 
10 
15 
21 
28 
6 
5 
35 


من خلال استخدام العلاقة: 
)1( لل 1+ ) =A, + (S,‏ 4,4 
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S, SNS 


حیث أن: 
وقد آثرت في هذا السیاق إلى ایرادها لکونها علاقة جديدة توصلت إليها بعد 
کثیر من البحث والاجتهاد. وتعد من وجهة نظرية إضافة یجدر بالمتخصصین 
في مجال الرباضیات آخذها بعين الاعتبار. 
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ETE Y‏ الجذور التكعببية باستخدام بعص 


wae 


الطرق 
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یمکن تعریف الأعداد التي تمثل مکعبات غير كاملة على أنها أعداد لا 
يكون ناتج جذورها التكعيبية أعدادا طبيعيةء فمثلا: 
...,2,3,4,5,6,7,9,10,11,12 
هی آعداد لا تمثل مکعبات ALIS‏ 


وسوف نقوم باتباع نفس الطرق التي قد استعرضت مسبقا في الفصل الغاني من 
TNCS‏ وهذه الطرق هي علی الترتيب: 


E‏ التقليدية المتبعة في المناهج المدرسية. 

.(Belzano's Theorem) طريقة بلزانو‎ e 
.(Newton-Raphson's Method) طربقة نیوتن-رافسون‎ o 
.(Binomial Series) ه متسلسلة ذات الحدین‎ 

(Linear Approximation Method) طريقة التقریب الخطي‎ o 
(Taylor Polynomials) التقریب باستخدام کثیر حدود تایلور‎ ۰ 
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وسوف نكتفي في هذا الفصل بعرض تلك الطرق عرضا مختصراء وتقدیم 
عدة آمنلة توضح التطبیق على كل منها. مبینین من خلال تلك الأمغلة كيفية 
إيجاد قيمة تقريبية للجذر التکعیبی, إضافة إلى القيمة المطلقة للخطأ بين القيمة 
التقريبية والقيمة الحقيقية ومربع القيمة التقريبية في كل منها. 


1 الطريقة التقليدية 


LÀ 


لایجاد قيمة تقريية د × حيث X‏ عدد حقیقی. فاننا نعمل على 


ue d مکی انا سا‎ aa d ای‎ 
b? > X Sa 
—b > Mx > a 


a+b 


كتقريب أولي چ Vx‏ 
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3 3 
ومن ثم نقارن العدد × بکل من العددین a b‏ , من حيث القرب. لنضع 


۱ 3 
في نهاية الأمر عدة تقریبات تعتمد على مدی قرب العدد X‏ من العدد D^‏ 


أو من العدد a‏ 
مثال(5.1): قدر ناتج 14 
الحل: 
8 < 14 < 27 
V14 =D:‏ < 3 
3 
V14 × 5‏ >= 


لکن العدد 14 آقرب إلى العدد 8 منه إلى العدد 27( لذلك فان 3/14 


تنحصر بين 2.5 , 2 بمعنی أن: 


4 ,2.3 ,2.2 ,2.1 
كلها قيم تقريبية له. 


ولکن وباستخدام UY‏ الحاسبة فاننا نجد آن: 
14 2.4101 لأقرب آربع منازل عشرية» وبالتالي یمکننا استخلاص 
الجدول (5.1) الذي يبين القيمة المطلقة للخطأ بين القیم التقريبية التي حصلا 
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علیها في المنال )5.1( وبين القيمة الحقيقية التي blog‏ إليها باستخدام UY‏ 
الحاسبة. 
الجدول (5.1) 


مکعب القيمة التقريبية القيمة المطلقة للخطأ بين 
القيمة التقريبية والقيمة 


ده كه كد 


مثال(5.2): قدر ناتج 0. 
الحل: 


125 > 110 > 64 
5s 3/110 > 4 


= V110 R 4.5 
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لکن العدد 110 آقرب إلى العدد 125 منه إلى العدد 64( لذلك فإن 


3/110 تنحصر بين 4.4.5 بمعنی أن: 

4.9 ,4.8 ,4.7 ,4.6 
كلها قيم تقريبية له. 
ولكن وباستخدام الآلة الحاسبة فإننا نجد أن: 

0 = لأقرب ani‏ منازل عشرية؛ وبالتالي يمكننا استخلاص 
الجدول (5.2) الذي يبين القيمة المطلقة للخطأ بين القيم التقريبية التي حصلا 
عليها في المثال )5.2( وبين القيمة الحقيقية التي توصلنا إليها باستخدام الآلة 
الحاسبة. 


الجدول (5.2) 


القيمة المطلقة للخطأ بين 
القيمة التقريبية والقيمة 


[xr | ور‎ TE 
| —wes — 0 


0.1086 117.649 


مثال(5.3): قدر ناتج 3/171. 
الحل: 
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216 < 171 » 5 
6 < V171 > 5 


= VI71 255 


ونظرا لأن العدد 171 يساوي تقریبا الوسط الحسابي للعددین ۰125 216 
لذلك فان الأعداد التالية: 

5.6 ,5.5 ,5.4 
تعتبر كلها قيم تقريبية لجذره التكعيبي. 


ولكن وباستخدام الآلة الحاسبة فإننا نجد أن: 

1 5 = لأقرب ani‏ منازل عشرية» وبالتالي يمكننا استخلاص 
الجدول )5.3( الذي يبين القيمة المطلقة للخطأ بين القیم التقريبية التي حصلا 
علیها في المثال )5.3( وبين القيمة الحقيقية التي توصانا إليها باستخدام الآلة 
الحاسبة. 

الجدول (5.3) 


مکعب القيمة التقريبية القيمة المطلقة للخطأ بين 
القيمة التقريبية والقيمة 


0.0505 166.375 
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طريقة الحصر لتقریب الجذور التربيعية والتکعبية 


00495 175.616 


ومن هناء فاننا نجد أن التقريبات التي توصانا إليها من خلال استخدام الطريقة 
السابقة تكون بعيدة في أغلبيتها عن القيمة الحقيقية للجذر التكعيبي لكل من 
الأعداد 171 , 110 , 14 في الأمثلة )5.3( ,)5.2( (5.1) على الترتيب» 
ذلك أن العمود الثالث من الجدول الذي يلي كل مثال من الأمثلة السابقة يبين 
بوضوح ذلك البعد من خلال الفروقات الواضحة بين مكعب القيمة التقريبية 
التي توصلنا إليها وبين كل من الأعداد 171 , 110 , 14. 


ane)‏ سأقوم JLab‏ هذه الطريقة فيما بعد لما ينتج من خلال استخدامها من 
آخطاء تعد كبيرة نوعا ماء ونظرا للتشتیت والتشكيك وعدم الثقة بالاجابات 
المنحصّلة — وخاصة عند الطالب - وعدم ثباته عند اجابة واحدة تکون دقيقة 


نوعا ما. 


5.2 4545 بلزانو (Belzano's Theorem)‏ 
ذکرنا في الفصل الثاني من هذا الکتاب نص نظرية بلزانو وخطوات التطبیق 


Lede‏ وسنقتصر في هذا السیاق على استعراض عدة أمثلة يبين کل منها 
استخدام نظربة بلزانو لإيجاد قيم تقريبية للجذور التكعيبية, عارضين القيمة 
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المطلقة للخطأ بين القيمة التقريبية والقيمة الحقيقية ومکعب القيمة التقريبية 
التي سوف نتوصل إليها عبر هذه الطريقة. 


وسوف آتوقف آثناء استخدام نظرية بلزانو عند التقریب الثاني على الأكثر فقط 
عند ایجاد قيمة تقريبية للجذر التکعیبی للعدد المطلوب. 


مشال(5.4): باستخدام نظربة بلزانو qBelzano's Theorem)‏ آوجد قيمة 


تقريبية للعدد EU!‏ 


الحل: 
نضع =× 14 
x -4‏ 
)*( وم مب 0= FEE S14‏ 


الاقتران المرافق للمعادلة ‏ في الخطوة السابقة؛ هو: 


f (=× -4‏ 
والآن نبحث عن فترة تتحقق فيها شروط نظرية بلزانو (بالتجريب) نجد أن: 
f(2)=-6 >0‏ 
f()213 >0‏ 
لذا: 
f (2)x f (3) «o‏ 
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وحيث أن f(x)‏ متصل على الفترة ]2.3[ لأنه کثیر حدود من الدرجة 
الثانية. 


.. تتحقق شروط نظرية بلزانو على الفترة ]2,3[ 


€ يوجد عدد مثل )2,3( € © بحيث أن (6) 20 لذا فان التقريب 


الأول (71) هو: 


EN E 
2 
وبما أن:‎ 
f (2.5) = )2.5(7 -14-1.625<0 
وأن:‎ 
f(2)x f(2.5) <0 
لذا فالتقریب الثاني ( 75 ) هو:‎ 


— “= 2225 


ولکن وباستخدام الآلة الحاسبة فاننا نجد آن: 

01 - 3/14 لأقرب آربع منازل عشريةء لذا یمکننا ملاحظة إلى أنه 
باستخدام نظرية بلزانو يمكننا ایجاد قیم بعيدة نوعا ما عن القيمة الحقيقية 
للجذر التكعيبي للعدد ۰14 ويظهر ذلك من خلال التقریبین الأول والثاني له. 
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ويبين الجدول (5.4) التالي, القيمة المطلقة للخطأ بين التقرببین اللذین توصلنا 
الیهما في المنال )5.4( وبين القيمة الحقيقية التي توصلنا إليها باستخدام UY‏ 


: 14 Taai 


الجدول (5.4) 


القيمة المطلقة للخطأ بين 
القيمة التقريبية والقيمة 


الحقيقية 


نلاحظ أن التقريبين الأول والشاني اللذين توصلا إليهما من خلال استخدام 
نظرية بلزانو بعيدان عن القيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 14 ذلك أن 
مكعب قیمهما التقريبية تظهر فرقا واضحا بينها وبين العدد 14. 

مشال(5.5): باستخدام نظرية بلزانو qBelzano's Theorem)‏ أوجد قيمة 
تقريبية للعدد AMO.‏ 

الحل: 
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الاقتران المرافق للمعادلة ‏ في الخطوة السابقة؛ هو: 
f) =x -110‏ 


والآن نبحث عن فترة تتحقق فیها شروط نظرية بلزانو (بالتجریب) نجد أن: 
f ) 2-46 <0‏ 
f(5)215 <0‏ 
J (4)x f (5)<0‏ 
وحيث أن f(x)‏ متصل على الفترة [4,5] لأنه كثير حدود من الدرجة 
الثانية. 


[4,5] تتحقق شروط نظرية بلزانو على الفترة‎ .٠ 


€ يوجد عدد مفل )4,5( € © بحيث أن f(c)‏ 0 - لذا فان التقریب 


الأول (71) هو: 
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وبما آن: 


f (4.5) =(4.5)° -110--18.875 > 0 


وآن: 


f(4.5x f (5)«0 


لذا فالتقریب الثاني ) 75 ) هو: 
5 


r, = 4.75 


ولکن وباستخدام DY‏ الحاسبة فاننا نجد آن: 

4 = 2/110 لأقرب آربع منازل عشرية» لذا یمکننا ملاحظة إلى أنه 
باستخدام نظرية بلزانو یمکنا إيجاد قیم بعيدة نوعا ما عن القيمة الحقيقية 
للجذر التكعيبي للعدد ۰110 ویظهر ذلك من خلال التقریبین الأول والثاني له. 


ويبين الجدول (5.5) التالي. القيمة المطلقة للخطأ بين التقرببین اللذین توصلنا 
إليهما في المثال )5.5( وبين القيمة الحقيقية التي توصانا إليها باستخدام الآلة 
الحاسبة ل 3/110 

الجدول (5.5) 
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القيمة "e‏ والقيمة الحقيقية 


r. RES Se! 


نلاحظ أن التقریبین الأول والشاني اللذین توصلنا إليهما من خلال استخدام 
نظرية بلزانو بعیدان عن Led!‏ الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 110( ذلك أن 
مکعب قیمهما التقريبية تظهر فرقا واضحا بینها وبين العدد 110. 


مشال(5.6): باستخدام نظربة بلزانو qBelzano's Theorem)‏ آوجد قيمة 


NATL تقريية للعدد‎ 
الحل:‎ 
2/171 X= نضع‎ 
x -1 
— X —17120 PEU RES =) 


الاقتران المرافق للمعادلة )7( في الخطوة السابقة؛ هو: 
fG)sx -171‏ 
والآن نبحث عن فترة تتحقق فیها شروط نظربة بلزانو بالتجریب) نجد أن: 
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[ )5( = —46 <0 


0< 245 (6) [ 
لذا: 
J (5)x f(6) <0‏ 
وحيث f(x) of‏ مصل على الفترة ]5,6[ لأنه كثير حدود من الدرجة 
الثانية. 


.. تتحقق شروط نظرية بلزانو على الفترة ]5,6[ 
€ یوجد عدد s‏ )5,6( € © بحيث أن f (c)‏ 0 - لذا فان التقريب 
الأول (71) هو: 
5+6 
aaa‏ 
2 
ولكن وباستخدام الآلة الحاسبة فإننا نجد أن: 


5:3 


A171 = 5‏ لأقرب آربع منازل عشرية. لذا یمکننا ملاحظة إلى أنه 
باستخدام نظرية بلزانو يمكننا إيجاد قيمة بعيدة عن القيمة الحقيقية للجذر 
التكعيبي للعدد 171 ويظهر ذلك من خلال التقريب الأول له. 
ويبين الجدول (5.6) التالي» القيمة المطلقة للخطأ بين التقريب الذي توصلنا 
إليه في المشال )5.6( وبين القيمة الحقيقية التي توصلا إليها باستخدام الآلة 
الحاسبة ل 3/171 . 

الجدول (5.6) 
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القيمة والقيمة الحقيقية 


نلاحظ أن التقريب الأول الذي توصلا إليه من خلال استخدام نظرية بلزانو 
بعيد عن القيمة الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 171 ذلك أن مكعب قيمته 
التقريبية تظهر فرقا واضحا بينه وبين العدد 171. 

وبشكل عام فإن استخدام نظرية بلزانو لإيجاد قيم تقريبية للجذور التكعيبية 
لا يعطي قيما قريبة من القيم الحقيقية لتلك الجذور, وهذا ما أظهرته US‏ الأمثلة 
)5.6(« )5.5( » (5.4) السابقة على الترتیسب. حيث أن القيم التقريبية التي 
توصلنا إليها من تلك الأمثلة من خلال استخدام نظرية بلزانو بعيدة عن القيم 
الحقيقية للجذور التكعيبية في كل منهاء كما ونلاحظ أن هذه النظرية غير 
مناسبة لأن تعطى للطلاب الذين هم في المرحلة الأساسية؛ لما تتطلبه من 
معرفتهم بمفاهيم قد تكون مستحيلة الفهم وصعبة جدا عليهم» كمعرفتهم 
بمفهومي الاقتران والاتصال واتقانهم للشروط الواجب توافرها لتطبيق هذه 
النظرية إلى غيرها من الأمور الأخرى. وبالتالي فإنني سأقوم باستبعاد هذه 
الطريقة فيما بعد. لما ينتج من جراء التطبيق عليها من أخطاء تعد كبيرة نوعا ما. 


3 طريقة نيوتن-رافسون 


(Newton-Raphson's Method) 


133 


مر معنا في الفصل الثاني من هذا الکتاب صيغة نیوتن-رافسون الرباضية 
التي تستخدم لایجاد جذر f (x) = 0 usw‏ والقریب من قيمة معینق 
ومن إحدى التطبيقات الكثيرة على هذه الصيغة هو إيجاد قيم تقريبية للجذور 
التكعيبية. وبالتالي فان صيغة نيوتن-رافسون التالية: 


لم - بر 
n+] n 4‏ 
f)‏ 
یمکن الاستفادة منها لایجاد قيم تقريبية للجذور التكعيبية وذلك باعتبار Xo‏ 
هي قيمة تقريبية مبدأية (أولية) لجذر المعادلة f (x) =O‏ » وباعتبار: 
ابر Xas Xg seres‏ ورد 


هي كلها قیم تقريبية لجذر المعادلة 0= f(x)‏ 


وسوف آتوقف آثناء استخدام طريقة نیوتن-رافسون عند التقریب الثالث على 


الا کنر فقط ر 2 ) عند ایجاد قيمة تقريبية للجذر التکعیبی للعدد المطلوب. 


مشال(5.7): باستخدام طريقة نیوتن-رافسوه ) Newton-Raphson's‏ 
۵ أوجد قيمة تقريبية للعدد NIA‏ 
الحل: 
m‏ = | 3 
نضع — x‏ 14 
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f(x) =x -4 
=> f'(x) - 3 
وباستخدام صيغة نیوتن-رافسون التالية:‎ 
fo) 
X =x = aay. ee 


n+l no f'(x,) 


وباختیار القيمة التقريبية المبدئية 2 = Ay‏ نجد أن التقریب الثاني × 


هو: 
x, -4‏ 
d HEC E‏ 
0 
MN x‏ 
i 3(2)° :‏ 
x, m 2.5‏ 
والتقریب الثالث Xa‏ هو: 14= x‏ —" 
Pea 3x?‏ 
135 
4- 2.5( 


wo f^t) & 


x, «2.4133 


وباستخدام الآلة الحاسبة نجد آن: 

1 = 3/14 لأقرب أربع منازل عشرية, لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام طريقة نيوتن-رافسون يمكننا إيجاد قيمة قريبة جدا من القيمة 
الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 14 ويظهر ذلك من خلال التقريب الثالث له 
X»‏ 

ويبين الجدول )5.7( القيمة المطلقة بين التقریبات الثلائة التي توصلنا الیها في 
المثال )5.7( وبين القيمة الحقيقية التي توصلنا إليها باستخدام الآلة الحاسبة. 


الجدول (5.7) 


القيمة المطلقة للخطأ بين 
القيمة التقريبية والقيمة 


الحقيقية 


التقریب الأول 
0.4101 2 
Xp‏ 


التقربب الثاني 
15.625 0.0899 2.5 
x‏ 
التقریب الثالث 
14.0551 0.0032 2.4133 ۳ 
2 


نلاحظ أن التقریب الأول رالمفترض ۳0 ) والتقریب الثاني (X)‏ بعیدان عن 
القيمة الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 14 ذلك أن مکعب قیمهما التقريبية 


تظهر فرقا واضحا بینهما وبين العدد 14 آما التقریب الثالث ) X5‏ ( الذي 
توصلنا ad!‏ من خلال استخدام طريقة نیوتن-رافسون فانه يعد تقریبا ممتازا إذا 
ما قورن بالقيمة الحقيقية للجذر التکعیبی للعدد 14. 


منال(5.8): باستخدام طريقة نسوتن-رافسون ) Newton-Raphson's‏ 


. 3/110 أوجد قيمة تقرييية للعدد‎ Method 


الحل: 


الاقتران المرافق للمعادلة ‏ في الخطوة السابقة؛ هو: 


f(x) 2 x! -110 
=: برك(‎ 
وباستخدام صيغة نیوتن-رافسون التالية:‎ 
3) 
X =X ae ae 


n+l no ۱‏ 
f G)‏ 
وباختيار القيمة التقريبية المبدئية 5 = ر نجد أن التقريب الشاني X,‏ 


e 


x, —110 


XQ RI مزر‎ — 
1 0 2 
235 


(5) —110 
d OEC 
3(5) 
ور ج-‎ m sim 4.8 
x«48 7 


والتقریب الثالث X5‏ هو: 
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_ (4.8)° - 110 


Xm 
۱ 3(4.8)? 
x, بح‎ 4.8— eee 4.7914 
69.12 
x, & 4.7914 


وباستخدام UY‏ الحاسبة نجد آن: 

4 - 4110 لأقرب آربع منازل عشرية, لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام طريقة نیوتن-رافسون یمکننا ایجاد قيمة قريبة جدا من القيمة 
الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 110 ویظهر ذلك من خلال التقریب الثالث 
EON‏ 


ويبين الجدول )5.8( القيمة المطلقة بين التقریبات الثلاثة التي توصلا إليها في 
المثال (5.8) وبين القيمة الحقيقية التي توصلنا إليها باستخدام UY‏ الحاسبة. 
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القيمة التقريبية والقيمة 


التقربب الثاني 
110.592 0.0086 4.8 
X,‏ 
التقريب الثالث 
110 0.0000 4.7914 
X»‏ 


نلاحظ أن التقریب الأول م“ (المفترض) بعید عن القيمة الحقيقية للجذر 
التكعيبي للعدد 110( ذلك OF‏ مکعب قیمته التقريبية تظهر فرقا واضحا بینه 


وبين العدد ۰110 لكن التقريبين الثاني والثالث ( (X ۰ X2‏ يعدان تقريبين 
ممتازين إذا ما قورنا بالقيمة الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 110. 

منال(5.9): باستخدام طريقة نیوتن-رافسون ) Newton-Raphson's‏ 
۵ أوجد قيمة تقريبية sual‏ 3/171 . 

الحل: 

3/171 x= m 


الاقتران المرافق للمعادلة ‏ في الخطوة السابقة؛ هو: 


وباستخدام صيغة نیوتن-رافسون التالية: 


وباختيار القيمة التقريبية المبدئية 6 = 


هوم 


fosa -1 
=> f'(x)23x 
f(x) 


X 
n+l n 4 
ل‎ n) 
Xi أن التقربب الشاني‎ JA «Xo 
x, -171 
O ml 
3X6 


(6 —171 
3(6) 


x, یج‎ 6- 


45 


=> x =~ 6—— = 5.5833 
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108 
x, & 5.5833 


(5.5833) - 171 


x, 8 5.5833 — 5 
3(5.5833) 
x, 28 5.5833 — EA LO 5.5507 
93.5197 
X, & 5.5507 


وباستخدام UY‏ الحاسبة نجد آن: 

V171 2 5.5505‏ لأقرب أربع منازل عشرية, لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام طريقة نیوتن-رافسون یمکننا ایجاد قيمة قريبة جدا من القيمة 
الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 171 ویظهر ذلك من خلال التقریب الثالث 


X, لد‎ 


ويبين الجدول )5.9( القيمة المطلقة بين التقریبات الثلاثة التي توصلا إليها في 
المثال )5.9( وبين القيمة الحقيقية التي توصلنا إليها باستخدام UY‏ الحاسبة. 
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القيمة التقريبية والقيمة 


الحقيقية 
التقریب الأول 
216 0.4495 
Xo‏ 
التقربب الثاني 
X 5.5833 0.0328 174.0495‏ 
1 
التقریب eui‏ 
x 5.5507 0.0002 171.0186‏ 
2 


نلاحظ أن التقريب الأول (المفترض (Xo‏ والتقريب الثاني (X)‏ بعيدان عن 
القيمة الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 171 ذلك أن مكعب قيمهما التقريبية 
تظهر فرقا واضحا بينهما وبين العدد 171( آما التقربب الثالث ( X5‏ ) الذي 
توصلنا إليه من خلال استخدام طريقة نيوتن-رافسون فإنه يعد تقريبا ممتازا إذا 
ما قورن بالقيمة الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 171. 

مما سبق نجد أنه وباستخدام طريقة نيوتن-رافسون فإننا نتوصل إلى قيم 
قريبة جدا من القيم الحقيقية للجذور التكعيبية» ولكن ومن وجهة نظري فان أمر 


اختيار التقربب الأولي 30 قد يسبب بعض الإرباك في بداية استخدام هذه 
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الطريقة من قبل المتعلم «کما هو الحال لدی اختیارنا له عند ایجاد قیم تقريبية 
للجذور التربیعیق). هذا بالاضافة إلى الوقت والجهد اللذان یتطلبانه تعویض کل 
من التقریبین الأول والثاني في صيغة نیوتن-رافسون في کل مرة منها. 

كما أن أمر معرفة الطلاب الذين هم في المرحلة الأساسية بمفهومي الاقتران 
والاشتقاق وحتی في عملية التعویض لأكثر من مرق قد یشکل عائقا ضد 
استخدام هذه الطريقة في مرحلتهم الأساسية تلك. 


(The Binomial Series) متسلسلة ذات الحدین‎ 4 


في هذا القسم سوف نستخدم متسلسلة ذات الحدین في تقریب الجذور 
التكعيبية التی مر استخدامنا لها فى الفصل الثانی من هذا الکتاب فى تقریب 
الجذور PW WP‏ وکما مر معنا سابقا فاننا سوف نبداً بأخذ الحدين عد ل 


وباعتبار أن /0 عدد حقيقي بحیث أن 0 ۶ a‏ وأن شکل الاقتران هو: 


f0 = 1+ (۴ 


فاذا كانت 0 < WA‏ سوف نستخدم الصيغة )1( آدناه لتقریب الجذر 
التکعیبی. 


(+x) -1ra D y Fecal 


3! 
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واذا كانت 0 > LO‏ فاننا نستخدم الصيغة )2( آدناه لتقريب الجذر 


التكعيبي. 
E laor (2)‏ 


وقد مر معنا سابقا خطوات التطبیق على متسلسلة ذات الحدین في تقربب 
الجذور» وسوف نقوم باستخدام أول أربعة حدود فقط من المتسلسلتین 
(1(,)2) آنفتا الذكر, وذلك OY‏ استخدام تلك الحدود فقط تكفي OF‏ تعطي 
قيما قريبة من القیم الحقيقية للجذور التكعيبية. 


مثال (5.10): قدر قيمة 3/14 باستخدام أول آربعة حدود من متسلسلة ذات 
الحدین. 
الحل: 
1 
V14 = (8 + 6)?‏ 
O 36‏ 
V14 = (80 + >)? = 201+ >)?‏ 
4 8 
2 
وبتطبیق المقدار dus‏ على الصيغة )1( من متسلسلة ذات الحدین؛ 


فان : 
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1 1 1 
aac BGC? 


Vid ~20 + (+23 oy 433 3 oy 


BAT l (d49 10 7 
V14 = 20+ 4 Ge) * (6)(27) Gy 


dI) CREE (- 205 +> 


4 16 192 192 
Lg ور‎ o M 
192° 96 


— 4/14 zx 2.4271 


وباستخدام UY‏ الحاسبة نجد آن: 

ogy 3/14 = 1‏ أربع منازل dude‏ لذا یمکننا ملاحظة أنه 
وباستخدام متسلسلة ذات الحدین یمکننا إيجاد قيمة قريبة من القيمة الحقيقية 
للجذر التكعيبي للعدد ۰14 حيث أن القيمة المطلقة للخطأ بين القيمة التقريبية 
والقيمة الحقيقية هي 0.017( وأن مكعب القيمة التقريبية هو 14.2976. 


Jua‏ (5.11): قدر قيمة 3/110 باستخدام أول أربعة حدود من متسلسلة 
ذات الحدين. 


الحل: 
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1 
A110 = (125-15)? 


dio 15 35 
110 = 125(1 — (2) - 1 "c 


2-2 
وبتطبيق المقدار ^ 1—2( على الصيفة )2( من متسلسلة ذات الحدين؛ 


فان: 
1. 1 1 11 
ala) a‏ 
و 3 EEE E‏ 9 
ou‏ ایح pee) o‏ —(—-—5(1 « 3/110 
l 35 2! or 3! 35)?‏ 
27 10 9 .1 1 
= — )——(\)>( — — -])5 بع 1/110 
١ 25 (Gas? OCN 15625‏ 
1 599 1 1 24 
a) (ee‏ نید SE‏ 1/110 
PTT 9375)‏ )9375 625 5 
65 4 _ 8984 _ ,45,9984 
1875 9375 


=> X110 = 4.7915 

وباستخدام الآلة الحاسبة نجد آن: 
4 = 4110 لأقرب أربع منازل عشرية. لذا یمکننا ملاحظة أنه 
وباستخدام متسلسلة ذات الحدین یمکننا ایجاد قيمة قريبة جدا من القيمة 
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الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد ۰110 حيث أن القيمة المطلقة للخطأ بين 
القيمة التقريبية والقيمة الحقيقية هي 0.0001. وأن مکعب القيمة التقريبية هو 
110.0055. 


مغال )5.12(: قدر uj‏ 4171 باستخدام أول آربعة حدود من متسلسلة 
ذات الحدین. 


الحل: 
1 
?)45 — 216( = 3/171 


dye 2160- y E 60-2. 
216 24 
5 T 

وبتطبیق المقدار cod‏ على الصيغة )2( من متسلسلة ذات الحدین. 

: فان‎ 
11 11 1 
د‎ Sue 
GD a 5 | 


33 1.5 
تک E‏ +(ت)--61 + 1/171 
24 !3 24 !2 )34 
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10 125 


VUL «61-7. Nap ` (6)(27) (3824 


3171 = EE 25 625 - 2729 4799 625 


72 5184 1119744 5184 1119744 
6 TUR des 1035959 _ 
1119744 186624 


=> V171 1 


وباستخدام DY‏ الحاسبة نجد آن: 
5 - 3/171 لأقرب أربع منازل عشرية. لذا یمکننا ملاحظة أنه 
وباستخدام متسلسلة ذات الحدین یمکننا ایجاد قيمة قريبة جدا من القيمة 
الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد ۰171 حيث أن القيمة المطلقة للخطأ بين 
القيمة التقريبية والقيمة الحقيقية هي 0.0005 وأن مکعب القيمة التقريبية هو 
171.0463. 

مما سبق» نجد أنه وباستخدام متسلسلة ذات الحدین فانه يمكننا التوصل 
إلى قيم قريبة جدا من القيم الحقيقية للجذور التكعيبية» ولکن أمر معرفة 
الطلاب بمفهومي الاقترانات والمتسلسلات. وأمر التطبیق علیهما لهما آمران 
یفوقان مستوياتهم التعليمية» هذا بالاضافة إلى الوقت والجهد الذي تتطلبه 
عملية التعویض في المتسلسلة نفسها. 
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طريقة الحصر لتقریب الجذور التربيعية والتکعبية 


5 طريقة التقریب الخطي 


(Linear Approximation Method) 


استعرضنا فیما سبق استخدام طريقة التقریب الخطي في ایجاد فیم تقريبية 
للجذور التربيعية. وسوف نستعرض في هذا القسم استخدامها في ایجاد قیم 
تقريبية للجذور التكعيبية» وکما تعلمنا سابقا فان العلاقة: 


FOW = f Go + f OO) B... * 


یطلق علیها "لتقریب الخطي للاقتران / ". حیث أنه وبالتطبیق على هذه 
العلاقة فاننا نتوصل إلى قيم قريبة من القيم الحقيقية للجذور التكعيبية» حيث 
أن f(x) — NX‏ وحیث أن 7 تمثل قيمة قليلة بحیث آنها لا تساوي 
الصفر 05 11). 


وسوف نستعرض OF‏ عدة أمثلة تبين LAS‏ استخدام طرقة التقریب الخطي 
للوصول إلى قیم تقريبية للجذور التكعيبية, وذلك بناء على الخطوات نفسها 
الني اتبعناها للوصول إلى قیم تقريبية للجذور التربيعية المذكورة في الفصل 
الثاني من هذا الكتاب. 


مثال (5.13): قدر قيمة 3/14 باستخدام طريقة التقريب الخطي. 
الحل: 
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نفرض آن: HORE‏ 


المکعب الکامل الأقرب إلى العدد 14 هو العدد 8. 
x+h=8+6‏ 

h=6 آن:‎ e 

والان نطبق على العلاقة )7( حیث: 


+ جع(‎ f'GoO-h......... * 


f (8+6) = f (8) + £'(8)(6) 


f (14) & 4/84 (6) 
34 (8) 
J (14) xz 2+ | no 6 
(3)(4) 2 = 
أي آن:‎ 
3/14 z 2.5 
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وباستخدام UY‏ الحاسبة نجد آن: 

N14 = 2.4101‏ لأقرب آربع منازل عشرية» لذا یمکندا ملاحظة أنه 
وباستخدام طريقة التقريب الخطى يمكننا إيجاد قيمة قريبة نوعا ما من القيمة 
الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 4 حيث أن القيمة المطلقة للخطأ بين 
القيمة التقريبية التي توصلنا إليها من خلال استخدام هذه الطريقة ل 3/14 
والقيمة الحقيقية له تساوي 0.0899( وأن مکعب القيمة التقريبية هو 15.625. 


منال (5.14): قدر قيمة 3/110 باستخدام طريقة التقربب الخطي. 
الحل: 
jf ni‏ 2( 


1 
—f'(x)5——‏ 
3A x‏ 
المکعب الکامل الأقرب إلى العدد 110 هو العدد 125. 


x+h=125+-15 
h=-15 حيث أن:‎ 


والان نطبق على العلاقة Č‏ حيث: 


hanaan %‏ )"رج Gh) = f Go‏ ل 
f (0125--—15) = f 25) f'(025)(-15)‏ 
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f )110( « 5 PE 


con I2 2 


Zodiac 
: ol أي‎ 


1/110 «4.8 


وباستخدام الآلة الحاسبة نجد أن: 
4 = 1/110 لأقرب أربع منازل عشريةء لذا یمکنا ملاحظة أنه 
وباستخدام طريقة التقریب الخطي یمکننا إيجاد قيمة قريبة من القيمة الحقيقية 
للجذر التكعيبي للعدد ۰110 حيث أن القيمة المطلقة للخطأ بين القيمة 
التقريبية التي توصلا إليها من خلال استخدام هذه الطريقة ل 3/110 والقيمة 
الحقيقية له تساوي 0.0086( ois‏ مکعب القيمة التقريبية هو 110.592. 
مثال (5.15): قدر قيمة 3/171 باستخدام طريقة التقريب الخطي. 
الحل: 
نفرض أن: f(x)= Vx‏ 
maa sail‏ 

fG- a 
.216 المکعب الکامل الأقرب إلى العدد 171 هو العدد‎ 

x+h=216+—-45 
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حيث أن: 45 - h‏ 
والان نطبق على العلاقة (*) حيث: 


f Gc h) = f Go FOY hanaan * 
f (2164-—45) = f (216) + f'(216) 45) 


(وى + 3/216« ۶171 


31/216) 


(45) = 6-3-3 
55 12 


f 171) =6-‏ 
آي آن: 


4171 ~ 5.5833 


وباستخدام UY‏ الحاسبة نجد آن: 

V171 2 5.5505‏ لأقرب آربع منازل عشرية» لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام طريقة التقريب الخطي يمكننا إيجاد قيمة قريبة نوعا ما من القيمة 
الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 171 حيث أن القيمة المطلقة للخطأ بين 


القيمة التقريبية التي توصانا إليها من خلال استخدام هذه الطريقة 3 2/171 
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والقيمة الحقيقية له تساوي 0.0328( وأن مکعب القيمة التقريبية هو 
174.0495. 


مع ملاحظة أنه كلما زادت قيمة / قلت الدقة في ایجاد القيمة التقرببية 
للجذر التكعيبي للعدد المطلوب. وکلما كانت / صغيرة فان الدقة في القيمة 
التقريبية للجذر التكعيبي للعدد المطلوب تكون أفضل عند استخدام طريقة 
التقربب الخطي (Linear Approximation Method)‏ 


مما سبق, نجد أنه وباستخدام طريقة التقریب الخطي فانه يمكننا التوصل 
إلى قیم قريبة من القیم الحقيقية للجذور التكعيبية» ولکن آمر معرفة المتعلمین 
بمفاهیم مغل مفهوم الاقتران والاشتقاق وقابلية الاقتران للاشتقاق یشکل صعوبة 
في التطبیق علیها. كما آنها تتطلب أن تکون ۸ قيمة صغيرة (بحیث لا تساوي 
الصفر)» حتی نتوصل إلى قیم تقريبية تکون قريبة من القيم الحقيقية للجذور 
التكعيبية. 
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6 كثير حدود تایلور (Taylor Polynomials)‏ 


تعرفنا سابقا على كثير حدود تایلور ذي القوة 7 للاقتران X-AS f‏ 


حيث آن: 
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ce ) 


(x—a)y + 


P(x) = f (a) + f (a)x —a) + 
i d (a) 


n! 


———(x-ay 


وقد قمنا بالتطبیق عليه للوصول إلى قيم تقريبية للجذور التربيعية» Lal‏ في هذا 
الجزء فاننا سوف نقوم بالتطبیق عليه للوصول إلى قيم تقريبية للجذور التكعيبية 
(مع ملاحظة أننا سوف نقوم بأخذ Jai‏ ثلاثة حدود فقط من کثیر حدود تایلور 


عند التطبيق عليه). 
منال (5.16): استخدم كنير حدود تايلور في إيجاد قيمة تقريبية للعدد N14‏ 
الحل: 
نفرض آن: 1-14 
المكعب الكامل الأقرب إلى العدد 14 هو 8. 
لذا: 
x—a-l4-8-26‏ 
الآن نفرض آن: 


fo) =x 


1 
= POSS 
Te 
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نطبق الآن على كثير حدود تایلور. حيث 


—ay 4 


: ol آي‎ 


i ) 


P(x) = f(a) + f'(a)\x-a)+ (x 


۱ Oe 
77۲ 


f’ x 


P,(14) = f (8) + f£ (8(6) + -— 6 


P,14) = 8 + —*_ (36) 


Ej 
EE 


5 يبد 3/14 


وباستخدام الآلة الحاسبة نجد أن: 
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V14 = 2.4101‏ لأقرب أربع منازل عشرية, لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام التقریب باستخدام کثیر حدود تایلور یمکننا ایجاد قيمة قريبة نوعا ما 
من القيمة الحقيقية للجذر التکعیبی للعدد 14 حيث أن القيمة المطلقة للخطأ 
بين القيمة التقريبية التي توصلنا إليها من خلال استخدام هذه الطريقة ل 3/14 
والقيمة الحقيقية له تساوي 0.0351( وأن مكعب القيمة التقريبية هو 
5 . 


مثال (5.17): استخدم کثیر حدود تايلور في إيجاد قيمة تقريبية للعدد 
110 
الحل: نفرض أن: X=110‏ 
المکعب الکامل الأقرب إلى العدد 110 هو 125 
لذا: 
x—a-110-125--15‏ 
OF!‏ نفرض أن: 


نطبق الآن على كثير حدود تایلور. حیث: 
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ie ) 


P(x) = f(a) + f'(a)(x— a) + (x-a) + 

(n) 

4. (0) Gedi 

n! 
P (110) = f (125)  f'(125)(-15) + fd ال‎ 15) 
P (110) ~ 125 و‎ E ل‎ 

331/025)? 93/(125)° 
2 
95 LU E) 
5 625 625 
آي آن:‎ 

3/110 ~ 4.7952 


وباستخدام DY‏ الحاسبة نجد آن: 

4.7914 = 3/110 لأقرب آربع منازل عشرية» لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام التقریب باستخدام كثير حدود تایلور يمكننا إيجاد قيمة قريبة من 
القيمة الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد ۰110 حيث OF‏ القيمة المطلقة للخطاً 


159 


بين القيمة التقريبية التي توصلا إليها من خلال استخدام هذه الطريقة ل 
0 والقيمة الحقيقية له تساوي 0,0038( وأن مكعب القيمة التقريبية هو 
6 . 

مثال (5.18): استخدم كثير حدود تايلور في إيجاد قيمة تقريبية للعدد 


3171 


الحل: 
نفرض أن:  x=171‏ 
المکعب الکامل الأقرب إلى العدد 171 هو 216. 


x—a-171-216-2 -45 
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الآن نفرض أن: 


f(x) -Xx 
"E 
—2 
=> f") =— > 
92 x? 
على کثیر حدود تایلور. حيث‎ o3! نطبق‎ 
pog eder uites: ie (x-a) + 
(n) 
[un 
n! 
P (171) = f 216) + £/'(216)(-45) + f DIN -45y? 
P (171) = ¥216 + ———— (-45) + مت‎ (2025) 
SIT (216)? 93/216)? 
2 
CR eee 


12 864 4 
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V171 ~ 5.5544 


وباستخدام الآلة الحاسبة نجد آن: 

5 = 1/171 لأقرب آربع منازل عشريةء لذا یمکندا ملاحظة أنه 
وباستخدام التقریب باستخدام كثير حدود تایلور یمکنسا إيجاد قيمة قريبة من 
القيمة الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد ۰171 حبت أن القيمة المطلقة للخطاً 
بين القيمة التقريبية التي توصلا الیها من خلال استخدام هذه الطريقة ل 
1 والقيمة الحقيقية له تساوي 10,0039 Oly‏ مکعب القيمة التقريية هو 
171.3608. 


مما سبق» نجد أنه وباستخدام طريقة التقریب من خلال کنیر حدود تایلور 
فاننا نتوصل إلى قيم قريبة من القيم الحقيقية للجذور التكعيبية. ولكنني أرى أن 
آمر معرفة المتعلمین بمفهوم الاقتران ومفهوم المتسلسلات والاشتقاق وقابلية 
الاقتران للاشتقاق وحتی بمفهوم كثير الحدود یشکل صعوبة في التطبیق على 


هذه الطريقة. 


وبشکل عام فبان التقریبات للجذور التكعيبية التي توصلنا إليها باستخدام 

الطريقة التقليدية ونظرية بلزانو بعيدة عن القیم الحقيقية لتلك الجذور؛ WAS‏ 

سنقوم في الفصل القادم باستبعادهما عند مقارنة التقریبات الناتجة من استخدام 
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بقية الطرق. حيث أنني سأقوم في الفصل السادس باعتماد الطرق آدناه للمقارنة 
بين التقریبات الناتجة عن كل طريقة للجذور التكعيبية, وهذه الطرق هى: 


e‏ طريقة نيوتن-رافسون. 
e‏ متسلسلة ذات الحدین. 
ه طريقة التقریب الخطي. 
ه كثير حدود تایلور. 


هذا بالاضافة إلى طريقة الحصر (Restriction Method)‏ لتقریب الجذور 
التكعيبية» نظرا للتقریبات الجيدة الناتجة عن كل طريقة من الطرق السابقة. 
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طريقة الحصر 


(Restriction Method) 


لتقریب الجذور التکعيبية 
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1 طريقة الحصر لتقریب الجذور التكعيبية ( (Restriction‏ 
Method‏ 


تستند طريقة الحصر لتقریب الجذور التكعيبية على أسلوب حصر العدد 
المطلوب إيجاد جذره التکعیبی بين مکعبین کاملین متتالیین. كما هو الحال فى 
طريقة الحصر لتقریب الجذور التربيعية والتي تم ذكرها في الفصل الثالث من 
هذا الکتاب. وقد قمت باعتبار أن الوسط الحسابي لناتجي الجذرین التكعيبيين 


B. و‎ "m 
أي أنه (ذا کان © ۰ 2 مکعبین کاملین متتاليين» وکانت ۲ تقع بینهما‎ 
فان:‎ 


M cU 


2 


وسوف نقوم باستخدام أحد قوانين التناسب في اشتقاق طريقة الحصر 
(Restriction Method)‏ لتقريب الجذور التكعيبية, وهو أنه: 
C A‏ 


— =r 5 ۰ 
اذا کان:‎ 
B £ 


فان: 


ATC _ 


m d 
B+D 
لتقریب الجذور التكعيبية‎ (Restriction Method) ولاشتقاق طريقة الحصر‎ 


بدأ أولا Leb‏ الفرق بين ناتجي الجذرین التكعيبيين للمکعبین الک‌املین 
المتتاليين. 
0-5-1 
حيث D‏ هما ناتجا الجذرين للمكعبين الكاملين المتتاليين. 
(a-b =1‏ 
a’ -2ab +b” =1‏ 


— a” +b” = ab +1 


ياضافة المقدار a^ + D^‏ للطرفین, فإن: 
2a^ + 2b” = a^ +2ab +b” +1‏ 
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=> Xa + b^) =(a+b) +1 
2 
(a+b) 1 
2 2 


a+b? = 


a^ +b” =(a+b) RE 
2 2(a+b) 


a +b? 42175 1 
a+b 2 2(a+b) 


a+b a +b — 1 
2 a+b 2(atb) 


a+b _ 20 +20 -1 


2 2(a + b) 
1 
2 2 
a+b ° 0 E 
2 a+b 


لذا يمكننا القول أيضا آن: 
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WLS‏ وبالرجوع إلى أن الفرق بين ناتجي الجذرين التكعيبيين للمکعبین 
الکاملین المتتاليين يساوي واحدا مرة أخرى: 
أي أن: 
a—b =1‏ 
الا (a-b)‏ 
2 2 
a —2ab+b =1‏ 
a^ +b” =2ab+1‏ — 
1 
a +b” = ae)‏ 


2 2 
a +b Spore 
2 
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(a+b) وبضرب الطرفین بالمقدار‎ 
_ (a+b)(a” +b” +1) 
2 


(a+b)(a” — ab 4 b^) 


- (a + bY(a^ +b” +1) 


a+b 
( ) 7 


وبالعودة إلى افتراضنا المبدئي آن: 


: فان‎ 
(a+b) 
x سدح‎ 
8 
38 a^ +3a°b + 3ab? +b? 
8 
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8x x a +b? +3ab(a +b) 


8x x (a + b)(a” — ab + b^) + 3ab(a + b) 


8x x (a + ba - ab + b +3ab) 
8x x (a + bY(a? + 2ab 4- b^) 


۳ (a + by 

MEE 

4x a+b 
(a+b) HEN 


: ol وبما‎ 


TERIS a+b 


فان : 


ae bye 


وبضرب كل من بسط الغاني ومقامه بالعدد 
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لذا یمکننا القول بأن: 


X 
NX E EE (3) 
(a + b) 
n 
وبتطبیق العلاقة )1( والعلاقة )2( والعلاقة )3( على قانون التناسب المذکور‎ 
: آنفا؛ فان‎ 
a +b” xa +b +x E 
a4 by 
absum 
4 
أي آن:‎ 
, xta +b ca +b (*) 


MANUEL AU ——— e 
ات‎ eb 


وللحصول على قيمة أكثر قربا من القيمة الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد X‏ 
فاننا سوف نطرح من البسط في المعادلة السابقة المقدار: 
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لتصبح المعادلة ( بشكلها النهائي كما يلي: 


b - ۱ 
CN Na Eu 
PES 2 (9) 


2 
E rest اج‎ 


حيث أن العلاقة )7( تمکننا من التوصل إلى قيم قريبة جدا من القیم الحقيقية 
للجذور التكعيبية. 


xta! +b?’ + a +b” -( 


ویمکن التطبیق على طريقة الحصر (Restriction Method)‏ في إيجاد قيمة 
تقريبية للجذر التکعیبی للعدد الحقيقي وذلك من خلال اتباع الخطوات التالية: 


۰ نقوم بداية بحصر العدد × بين مکعبین کاملین متتالیین. حیث: 
b) > X > a‏ 
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e‏ نجد ناتجى الجذرين التكعيبين a,b‏ للمکعبین الکاملین المتتالیین 


wal) 


n 3 73 
حیث أن:‎ (a „b 


b? > Mx > a 
نطبق على العلاقة التالية:‎ 
ثم‎ -x 
3 3 2 2 
x+a +b +a +b — 
8 ١ TET 


(x—-a))4 


l— با‎ 


2 
ات‎ abî a+b 


£ 3 
لنحصل فى نهاية الامر على قيمة قريبة جدا من القيمة الحقيقية ل ۷۲ . 


مثال(6.1): استخدم طريقة الحصر في ایجاد قيمة تقريبية للعدد NIA‏ 


الحل: 


27 saeg 


TEE 


والآن نطبق على العلاقة (*) التالية: 
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x + a +b xa! «b! -( 


(x—-a))4 
jo جح ححححح‎ A 


2 
fox jest saros 


أي آن: 
niri )‏ ) - 4+9 + 27 +8 +14 
2+3+1 
+(14-8) 
E 2‏ 
سم Ge 2- cD‏ 
sr‏ 3 
RI = 2.4222‏ 
25 19+]6.25( 
أي آن: 


3/14 x 2.4222 
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نلاحظ آن القيمة التقريبية التي توصلا إليها باستخدام هذه الطريقة هي قيمة 
قريبة جدا من القيمة الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 14 . ذلك أنه وباستخدام 
الآلة الحاسبة, نجد of‏ 2.4101 = 3/14 لأقرب أربع منازل عشريةء وأن 
القيمة المطلقة للخطأ بين القيمة التقريبية التي توصلا إليها باستخدام طربقة 
الحصر والقيمة الحقيقية يساوي )0.0121( Oly‏ مكعب القيمة التقريبية هو 
14.2112. 


مثال(6.2): استخدم طريقة الحصر في ایجاد قيمة تقريبية للعدد 3/110 
الحل: 
x > 64‏ .125 


> 4110245 


والآن نطبق على العلاقة (*) التالية: 
p x‏ 
) 


EU‏ سين 


D —————L—————— Y 


2 
0ت 


xta +b” + تي‎ +b’ - ) 
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أي آن: 


110+64+125+16+25-( c: 
(110—643 — 
1/110 ع‎ . 2 
(G9. مهبم‎ 
MS 
3/110 دهم‎ 
[20.25]-- 51 
340 
SL - 46 
71 
أي آن:‎ 
3/110 ~ 4.7846 


ونلاحظ هنا أيضا أن القيمة التقريبية التي توصانا الیها باستخدام هذه الطريقة 
هي قيمة قريبة جدا من القيمة الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 110 ۰ ذلك أنه 
وباستخدام الآلة الحاسبة, نجد أن 4.7914 = 110 لأقرب أربع منازل 
dy ie‏ وأن القيمة المطلقة للخطأ بين القيمة التقريبية التي توصلا إليها 
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باستخدام طريقة الحصر والقيمة الحقيقية يساوي )0.0068( وأن مکعب 
القيمة التقريبية هو 109.531. 
مغال(6.3): استخدم طريقة الحصر في إيجاد قيمة تقريبية للعدد 3/171 . 
الحل: 

216 < x > 5 


SNI 5-06 


والآن نطبق على العلاقة (5) التالية: 


b? - 

xta +b” + a” +b’ - ۲ z ) 

3, at+b+l 

(ad )d— — 

a 
+a” +b” +a+b+1 
4 
أي آن:‎ 
171+125 + 216 + 25 + 36 - ) ا‎ 
(171-125) + 
3/1 1x 2 


2 
E | 25936454601 
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أى آن: 
25.5547 3/171 


كما نلاحظ أن القيمة التقريبية التي توصلنا إليها باستخدام هذه الطريقة آیضا 
هي قيمة قريبة جدا من القيمة الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 171 . ذلك أنه 
acad AY etat;‏ نجد آن 5.5505 = 1/171 فرب ارب منازل 
dy ie‏ وآن القيمة المطلقة للخطأ بين القيمة التقريبية التي توصلا الیها 
باستخدام طريقة الحصر والقیمة الحقيقية يساوي )0.0042( وأن مکعب 
القيمة التقريبية هو 171.3886. 

مما يعني أن طريقة الحصر (Restriction Method)‏ لتقریب الجذور 
التكعيبية يؤدي التطبیق علیها إلى التوصل إلى قيم قريبة جدا من القیم الحقيقية 
للجذور التكعيبية» وذلك نظرا للندائج الجيدة التي توصلنا إليها من الأمغلة 
)6.3( )6.2( )6.1( السابقة, حيث آظهر استخدام هذه الطريقة (طريقة 
الحصر لتقریب الجذور التکعيبيت) خلوها من مفاهيم معقدة بعض الشيء 


للطلاب غير المتخصصین في مجال الریاضیات کمفهوم الاقتران مثلا ومفهوم 
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طريقة الحصر لتقریب الجذور التربيعية والتکعبية 


المتسلسلات إلى مفهوم الاشتقاق وغیرها من المفاهيم الأخرى والتي نجدها 
من ركائز الطرق الاخری سابقة الذكر كما أن آمر التطبیق علیها من قبل 
المتعلمین بكافة مراحلهم هو آمر ممکن بالرغم من صعوبة التعویض فیها بعض 
الشيء. ومن هناء فإنني آری أن ینظر المتخصصون والقانمون على اعداد 
المناهج المدرسية بعين الاعتبار إلى طريقة الحصر (Restriction Method)‏ 
لتقریب الجذور التكعيبية. 


2 استخدام طريقة الحصر (Restriction Method)‏ في تقریب 


بعض الجذور التكعيبية 
والآن سوف نستعرض من خلال الجدول )6.1( عدة آمثلة محلولة تظهر 
استخدام طريقة الحصر في تقریب الجذور التكعيبية لأعداد مختارة عشوائیا؛ 
كما وتظهر آیضا القيمة المطلقة للخطأ بين القيم التقريبية والقیم الحقيقية 
ومكعب القيم التقريبية في كل منها. 
الجدول(6.1) 


2„ 2 
(a^, b^)‏ 
١‏ 
القيمة | 
القيمة | 
۱ 2 وا 
مکعب القيمة التق 


جدرا المكعبين 
(a,b)‏ 
مربعا جذري المکعبین الکاملین 


(a,b) 
^ ١ en 


يمة التقريبية الناتجة 
من طريقة الحصر 


الجذر التكعيبي ل X‏ 
المکعبان الکاملان 
التطبیق على العلاقة )* ( 


بيبهك 


5 


من طريقة الحصر لتقريب الجذور 
التكعيبي 


قيقية باستخدام الآلة الحاسبة 
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يتبين لدینا من خلال الجدول )6.1( أن طريقة الحصر ) Restriction‏ 
0 لتقريب الجذور التكعيبية تعتمد اعتمادا مباشرا على حصر العدد 
المطلوب تقريب جذره التكعيبي بين مکعبین کاملین متتاليين» وأنها تعطي قيمة 
قريبة جدا من القيمة الحقيقية لجذر العدد التكعيبي المطلوب تقريبه. حيث أن 
الخطأ الناتج من استخدام هذه الطريقة يعد قليل جدا. 


ولا بد من التنويه هنا أنه كلما كان العدد المُراد تقربب جذره التكعيبي قريبا من 
المكعب الأعلى كان التقريب دقيقا وجيدا جدا عند استخدام طريقة الحصر في 
عملية التقریب. وكلما اقترب ذلك العدد من المکعب الأدنى كان التقريب أقل 
دقة منه إذا ما قورن بالحالة الأولى» ویوضح الشكل (6.1) مدى دقة التقریب 
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للجذر التکعیبی للعدد X‏ ذا ما استخدمنا طريقة الحصر لتقریب الجذور 
التكعيبية فى إيجاد قيمة تقريبية له: 


الشکل (6.1) 
(الحد الأعلى) (الوسط الحسابي) (الحد 
الأدنى) 
Si‏ دقة 
a’ a) +b D?‏ 
2 


3 مقارنة بين التقريبات المتحصلة من بعض الطرق وطريقة 


الحصر لبعض الجذور التكعيبية 


سنقدم OF!‏ مقارنة بسيطة نستعرض فیها استخدام الطرق الأربعة التالية 

(طريقة نيوتن-رافسون, متسلسلة ذات الحدين, التقریب الخطي والتقریب 

باستخدام کثیر حدود تایلور) بالاضافة إلى طريقة الحصر وذلك لتقریب بعض 

الجذور التكعيبية لبعض الأعداد» حيث يبين الجدول (6.2) مدی فاعلية کل 

طريقة من الطرق الأربعة آنفة الذکر وفاعلية طريقة الحصر أيضا في تقریب تلك 

الجذون مع ملاحظة Lal‏ سوف نستعرض الأمثلة ذاتها التي استعرضناها في 
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الجدول (6.1) باستخدام طريقة الحصر لتقریب الجذور التکعييبة, كما سنقوم 
آیضا باستعراض التقریبات الأخرى لنفس الأمثلة وذلك بالتطبیق على کل من 
الطرق الأربعة (أعني باستخدام طريقة نیوتن-رافسون, متسلسلة ذات الحدین» 
التقریب الخطي والتقربب باستخدام كثير حدود تایلور) مبينا بطبيعة الحال 
القيمة المطلقة للخطأ بين القیم التقريبية والقیم الحقيقية الناتجة من استخدام 
الطرق جمیعها. 


ولا بد من ملاحظة Wil‏ سنقوم باعتماد التقریب الرابع على الأكثر للجذر 
التكعيبي عند استخدام طريقة نیوتن-رافسون. وبأننا سوف نأخذ Jf‏ ثلاثة 
حدود من کثیر حدود تایلور عند التطبیق due‏ وسوف نستخدم آول أربعة 
حدود من متسلسلة ذات الحدین» كما آننا سوف نقوم بتدویر النتائج التي 
سوف نتوصل الیها إلى آقرب آربع منازل عشرية فقط. 
الجدول (6.2) 


الجذر الت لتكعيبي ل x‏ 
القيمة الحقيقية 


القيمة التقريبية (نيوتن) 

القيمة المطلقة للخطأ (نيوتن) 
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مما سبق فانه يتبين لدینا أن القیم التقريبية المتحصلة من جراء استخدام 
طريقة نیوتن-رافسون ومتسلسلة ذات الحدین وطريقة التقریب الخطي وطريقة 
التقریب باستخدام كثير حدود تايلور بالاض‌افة إلى طريقة الحصر 
(Restriction Method)‏ هي قيم قريبة جدا من القیم الحقيقية لتلك 
الجذور. ذلك OF‏ القيمة المطلقة للخطأ بين القيمة التقريبية الناتجة من 
استخدام أي منها والقيمة الحقيقية تعد قليلة جدا. 
ومن هناء فإن استخدام أي من الطرق آنفة الذكر يعطي قيما تقريبية جيدة جدا 
للجذور التكعيبية وقريبة جدا من القيم الحقيقية لها. 


ويبقى هنا بعض الملاحظات التي لا بد لي أن أستعرضها من خلال النقاط 
التالية: 

ه طريقة نيوتن-رافسون تعطي قيما دقيقة وصحيحة للجذور التكعيبية. 

e‏ إن استخدام متسلسلة ذات الحدين تمكننا من التوصل إلى قيم قريبة 
جدا من القیم الحقيقية للجذور التكعيبية. mE‏ 

أن استخدام طريقة التقریب الخطي تمکننا من التوصل إلى قيم 
قريبة نوعا ما من القیم الحقيقية للجذور التكعيبيةء ولکن أمر التطبیق 
على هذه الطريقة یتطلب أن تکون h‏ قيمة صغيرة (بحيث 0 ± ۸) 
حى يؤدي التطبيق على هذه الطريقة إلى التوصل إلى قيمة تقريبية 
تكون أكثر قربا من القيمة الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد المطلوب. 

e‏ إن طريقة التقريب باستخدام كثير حدود تایلور تعطي قيما قريبة جدا من 
القيم الحقيقية للجذور التكعيبية. 
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e‏ طريقة الحصر (Restriction Method)‏ يؤدي التطبیق علیها إلى 
التوصل إلى قيم قريبة نوعا ما من القیم الحقيقية للجذور التكعيية, مع 
الأخذ بعين الاعتبار أنه كلما كان العدد المُراد تقریب جذره التكعيبي 
قریبا من المکعب الأعلى كان التقربب دفیقا وجیدا جدا عند استخدام 

يقة الحصر في عملية التقریب. وکلما اقترب ذلك العدد من 
المکعب الأدنى كان التقریب أقل دقة منه ]15 ما قورن بالحالة الأولى, 
ویوضح ذلك JON!‏ (6.1) كما أسلفنا سابقا. 


التوصیات 

آوصي المتخصصین والقائمين على اعداد المناهج المدرسية في وزارة التربية والتعلیم LOL‏ طريقة 
الحصر (Restriction Method)‏ لتقریب الجذور التربيعية ولتقریب الجذور التكعيبية التي 
تعرضهما هذه الدراسة بعين الاعتبار, وذلك من خلال إدراج الطریقتین في مبحث الریاضیات لأحد 
الصفین السابع أو الثامن الأساسيين؛ لما تتمیزان به من بساطة وسهولة عند التطبیق عليهماء ولکونهما 
تعطیان قیما قريبة جدا من القیم الحقيقية للجذور التربيعية وللجذور التكعيبية على الترتيب» كما أوصي 
آیضا بالاستفادة من العلاقات الرياضية التي استعرضتها هذه الدراسة والتي من خلالها یمکن اکتشاف كافة 
المربعات والمکعبات الكاملة. 
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